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M. Hickel

We calculate the Artin–Greenberg function of an irreducible
plane curve germ. We deduce from this calculation that the
Artin–Greenberg function, together with the multiplicity, de-
termines the topological type of the curve and vice versa.

1. Introduction.

Soient (X,x) un germe d’espace analytique complexe et OX,x son algèbre
locale. Nous désignerons par NX,x l’espace des arcs analytiques tracés sur
(X,x), c’est à dire, NX,x est l’ensemble des germes de morphismes analy-
tiques ϕ : (C, 0) → (X,x), ou bien de facon équivalente, l’ensemble des
morphismes de C-algèbres locales ϕ∗ : OX,x → O1. Rappelons maintenant
la définition de la fonction d’Artin-Greenberg β de (X,x) (cf. [8] Def. 2).
Pour cela, O1 étant munie de sa valuation naturelle et considérant deux
éléments ϕ,ψ d’un NY,y, nous noterons val (ϕ−ψ) la valuation de l’idéal de
O1, (ϕ∗ − ψ∗)(mY,y), où mY,y est l’idéal maximal de OY,y. Soit maintenant
I un idéal d’un certain On tel que OX,x ' On/I. La fonction suivante
β : N→ N, est dite la fonction d’Artin-Greenberg de (X,x):

- Si I = (0), on pose β(i) = i, pour tout i ∈ N.
- Si I 6= (0), β(i) est le plus petit entier tel que,

∀ϕ ∈ NCn,0, valϕ∗(I) ≥ β(i) + 1⇒ ∃ψ ∈ NCn,0/ψ
∗(I) = 0

et val (ϕ− ψ) ≥ i+ 1.

La définition ne dépend en fait que de l’algèbre locale OX,x et la fonction
d’Artin-Greenberg est une mesure de la singularité de (X,x), puiqu’elle est
égale à l’identité si et seulement si (X,x) est lisse. Dans [8], pour un germe
d’hypersurface f = 0 à l’origine de Cn, nous reliions la fonction d’Artin-
Greenberg de On/f à celle de son lieu singulier On/(f, ∂f

∂z1
, . . . , ∂f

∂zn
), et nous

en déduisions, pour une singularité isolée, une majoration optimale de β en
fonction des invariants polaires de l’hypersurface. Pour d’autres résultats
nous renvoyons le lecteur à [5], [8] et [9].

Nous proposons ici le calcul complet et exact de la fonction d’Artin-
Greenberg d’une branche plane (cf. Th. 2.1). Ce calcul fait apparâıtre que
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la fonction d’Artin-Greenberg, jointe à la multiplicité, détermine le type
topologique de la branche et réciproquement.

2. Fonction d’Artin-Greenberg d’une branche plane.

Soit (C, 0) un germe, à l’origine de C2, de courbe plane irréductible de
multiplicité n. Désignons par (r1, n1), . . . , (rg, ng) ses paires de Puiseux
et par (β0 = n, β1, . . . , βg) la caractéristique de (C, 0) (cf. [15]). On a
βi

n = ri
n1...ni

, 1 ≤ i ≤ g. Considérons les entiers (β0 = n, β1, . . . , βg) définis
par:

βq+1 − βq+1 = nqβq − βq , 0 ≤ q ≤ g − 1 n0 = 1.

Rappelons que (β0, β1, . . . , βg) est un système minimal de générateurs du
semi-groupe Γ des valuations de (C, 0) (cf. [15]). Par ailleurs, considérons
la courbe polaire P (C) associée à C et à une direction L assez générale.
Ecrivons P (C) =

⋃
1≤i≤l Γi, où les Γi sont les composantes irréductibles de

P (C). Soient alors:

mi = m(Γi) la multiplicité de Γi à l’origine,

ei +mi = (C,Γi) la multiplicité d’intersection de C et Γi à l’origine.

D’après M. Merle [10], on peut regrouper les Γi en g paquets,
⋃

i∈Iq
Γi,

1 ≤ q ≤ g, de telle sorte que pour i ∈ Iq, on ait:

ei +mi

mi
=

βq

n1 . . . nq−1
.

Nous supposerons dans la suite la numérotation des Γi choisie de telle sorte
que q ∈ Iq. Par ailleurs, le symbole [x] désignera la partie entière du nombre
réel x.

Le résultat suivant donne le calcul complet de la fonction d’Artin-Green-
berg d’une branche plane (C, 0).

Théorème 2.1.

1) Soit i, 1 ≤ i ≤ n − 1. Considérons l’unique entier q, 1 ≤ q ≤ g, tel
que n1 . . . nq−1 ≤ i < n1 . . . nq. Alors:

β(i) = Max{β1i, β2[i/n1], . . . , βq[i/n1 . . . nq−1]}.

En particulier pour i ≡ 0 (n1 . . . nq−1) et i < n1 . . . nq, on a:

β(i)
i

=
βq

n1 . . . nq−1
=

eq
mq

+ 1

où les (eq,mq) sont les invariants polaires ordonnés comme précédem-
ment.
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2) Soit i ≥ n. Alors:

β(i) = Max{ni, β1k1(i), β2k2(i), . . . , βgkg(i), θ(i, q), 0 ≤ q ≤ g}

où

kq(i) =

{
[i/n1 . . . nq−1] si [i/n1 . . . nq−1] 6≡ 0 (nq . . . ng)
[i/n1 . . . nq−1]− 1 dans le cas contraire

θ(i, q) =

n
[

i
βq

](
βq

n1...nq−1
− βq

n1...nq

)
+ ni

n1...nq
si
[

i
βq+1

]
<
[

i
βq

]
0 si

[
i

βq+1

]
=
[

i
βq

]
(par convention βg+1 = +∞).

La première assertion de 2.1.1 a été obtenue indépendamment dans [4].
Je remercie le referee de m’avoir communiquer cette référence. C. Cuesta-
Sainz donne aussi un exemple où β(i) prend toutes les valeurs dans le Max
de 2.1.1.

Remarque 2.2. Soit ν = Max(eq/mq) = eg/mg = βg

n1...ng−1
− 1. On peut

vérifier à l’aide du calcul ci-dessus et de la définition des βq que,

∀i ∈ N, β(i) ≤ νi+ i.

De plus pour i ≡ 0 (n1 . . . ng−1) et i 6≡ 0 (n), β(i) = νi+ i.

Exemple 2.3. Si (C, 0) a une seule paire de Puiseux (m,n), on a:
- Si m 6= n+ 1, β(i) = mi, si i 6≡ 0 (n) et β(i) = m(i− 1) si i ≡ 0 (n)
- Si m = n+ 1, β(i) = mi si i 6≡ 0 (n), β(n) = n2, β(kn) = m(kn− 1),
k > 1.

Corollaire 2.4. Deux branches planes (C, 0) et (C ′, 0) ont même type topo-
logique si et seulement si elles ont même multiplicité et même fonction
d’Artin-Greenberg.

Preuve. Si (C, 0) et (C ′, 0) ont même type topologique, elles ont même mul-
tiplicité et même fonction d’Artin-Greenberg, car celle-ci se calcule entière-
ment par la donnée de la caractéristique (n, β1, . . . , βg). Réciproquement si
(C, 0) et (C ′, 0) ont même multiplicité et fonction d’Artin-Greenberg. On a
β(1) = β1 = β′(1) = β′1. Par suite β1

n = β′1
n , et C,C ′ ont donc même première

paire. Ensuite par β(n1) = β2 = β′(n1) = β′2, on obtient β2

n = β′2
n , d’où la

cöıncidence de la seconde paire. La cöıncidence de la q-ième paire de (C, 0)
et (C ′, 0) est obtenue en écrivant β(n1 . . . nq−1) = βq = β′q = β′(n1 . . . nq−1).

Remarque 2.5. En fait (C, 0) et (C ′, 0) ont même type topologique si et
seulement si (n, β(i), i < n) = (m,β(i), i < m).



40 M. HICKEL

Remarque 2.6. D’après un résultat de J.Pas ou de M.Presburger (cf. [5]
Remarque p. 231), il existe deux entiers positifs d,N tels que, pour i > N ,
β(i) = aρ(i)i + bρ(i), où ρ(i) désigne la classe de i modulo d. Dans le cas
présent on a: β(i) = βgkg(i) pour i� 0.

En effet pour q <g, βqkq(i) ≤
βqi

n1...nq−1
= βqnq ...ng−1i

n1...ng−1
. Mais βqnq . . . ng−1 ≤

βg−1. D’où βqkq(i) ≤
βgi

n1...ng−1
− i

n1...ng−1
. Or i

n1...ng−1
= [ i

n1...ng−1
]+ r

n1...ng−1
,

avec 0 ≤ r < n1 . . . ng−1. Par suite pour i � 0, βqkq(i) ≤ βgkg(i). D’autre

part θ(i, q) ≤ n
βq

βqi

n1...nq−1
. Donc pour q < g et i � 0, θ(i, q) ≤ βgkg(i). De

plus θ(i, g) ≤ n
βg

βgi

n1...ng−1
et βgi

n1...ng−1
' βgkg(i). Mais n

βg
< 1, par suite pour

i� 0 on a: θ(i, g) ≤ βgkg(i).
Maintenant βgkg(i) est du type Pas-Presburger précédemment évoqué,

avec d = n1 . . . ng−1. Je remercie le referee de m’avoir fait part de cette
observation.

Preuve du théorème 2.1. 1) Soient i ∈ N, 0 ≤ i ≤ n−1, et f ∈ O2 un germe
d’équation réduite et irréductible de (C, 0). On remarque d’abord que:

β(i) = Max
{
val (f ◦ ϕ), ϕ ∈ NC2,0 et val (ϕ) ≤ i

}
.

Soit donc ϕ ∈ NC2,0 avec val (ϕ) ≤ i. Notons (D, 0) le germe de courbe image
de ϕ. Après un choix convenable d’une uniformisante t, on a ϕ(t) = ϕ′(tk)
où k ≥ 1 et ϕ′ est une paramétrisation irréductible de (D, 0). (Nous disons
qu’une paramétrisation t → ϕ(t) d’une branche (D, 0) est irréductible, s’il
n’existe pas de de l > 1 et de θ ∈ NC2,0 tel que ϕ(t) = θ(tl).) On a alors:

val (f ◦ ϕ) = kval (f ◦ ϕ′) = k(C,D)

où (C,D) est la multiplicité d’intersection à l’origine de C et D. On est
donc amené à calculer les valeurs possibles de (C,D) pour 0 < m(D) < n,
où m(D) désigne la multiplicité de D à l’origine. Pour cela, choisissons un
système de coordonnées (x, y) à l’origine de C2, tel que, désignant par f
et g des équations respectives de C et D, on ait f et g régulières d’ordre
leur multiplicité dans la direction y. Par le théorème de préparation de
Weierstrass, on peut supposer que:

f(x, y) = yn +
∑

1≤i≤n

ai(x)yn−i, ai(0) = 0,

g(x, y) = ym +
∑

1≤i≤m

bi(x)ym−i, bi(0) = 0.

Ensuite, quitte à faire un changement de variables, y ← y −
∑

1≤j≤d cjx
j ,

x← x, on peut toujours supposer que y = 0 a le contact maximal (au sens
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usuel) avec (C, 0). Considérons alors:

y1(x
1
n ) =

∑
j≥β1

ajx
j
n ,

y′1(x
1
m ) =

∑
j≥1

bjx
j
m

des développements de Puiseux racines respectivement de f(x, y) = 0 et
g(x, y) = 0. Si ξ (resp. θ) est une racine primitive n-ième (resp. m-ième) de
l’unité, on pose:

yl(x
1
n ) = y1(ξl−1.x

1
n ), y′l′(x

1
m ) = y′1(θ

l′−1.x
1
m ), 1 ≤ l ≤ n, 1 ≤ l′ ≤ m.

(2.1.1)

Par définition, on appellera ordre de cöıncidence des développements de
Puiseux de C et D le nombre:

c(D) = Max ordx(yl(x
1
n )− y′l′(x

1
m )), 1 ≤ l ≤ n, 1 ≤ l′ ≤ m.

De même le nombre α(D) = nc(D) sera dit l’ordre de contact de C et D à
l’origine (cf. [10] Def. 2.1 et Remarque 2.2 p. 106).

Soit alors s = Max{k ∈ {0, . . . , g − 1}/m = m(D) ≡ 0 (n1 . . . nk)}.
L’ordre de cöıncidence entre développements de Puiseux c(D) est inférieur
ou égal à βs+1

n . En effet βs+1

n = rs+1

n1...ns+1
/∈ 1

mN car, m ≡ 0 (n1 . . . ns),
m 6≡ 0 (n1 . . . ns+1), et pgcd(ns+1, rs+1) = 1. Par suite α(D) ≤ βs+1.
D’autre part, on a α(D) = βs+1 pour les courbes Dd,m, images de ρd,m :
(C, 0)→ (C2, 0) où:

ρd,m(t) = (tm, θd,m(t)) et θd,m(t) =
∑

j<βs+1

ξdjajt
jm
n , 0 ≤ d < n.

On a bien θd,m(t) ∈ C{t}, car jm
n ∈ N si aj 6= 0. En effetm ≡ 0 (n1 . . . ns) et,

j
n ∈

1
n1...ns

N, lorsque aj 6= 0 et j < βs+1, par définition de la caractéristique.
D’après la Proposition 2.4 p. 106 de [10] on a:

(C,Dd,m) = m
βs+1

n1 . . . ns
.

D’autre part, pour une courbe D de multiplicité m = m(D), soit q l’unique
entier 0 ≤ q ≤ g tel que βq ≤ α(D) = α < βq+1 (rappelons que βg+1 =∞).
On a d’après la proposition de [10] précitée:

(C,D)
m(D)

=
βq

n1 . . . nq−1
+

α− βq

n1 . . . nq
.

Puisque α ≤ βs+1, on a: q ≤ s+ 1 ≤ g. Si q ≤ s, on a:

βq

n1 . . . nq−1
+

α− βq

n1 . . . nq
<

βq

n1 . . . nq−1
+
βq+1 − βq

n1 . . . nq
=

βq+1

n1 . . . nq
≤

βs+1

n1 . . . ns
.
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Si q = s+ 1, on a α = βs+1, donc:

(C,D)
m(D)

=
βs+1

n1 . . . ns
.

Au vue de ce qui précède on a donc établi:

Lemme 2.7. Soient m un entier premier à n et (D, 0) un germe de branche
plane de multiplicité m(D) = m. Soit s = Max{k ∈ {0, . . . , g − 1}/m ≡
0 (n1 . . . nk)}. Alors:

(C,D)
m(D)

≤
βs+1

n1 . . . ns
.

De plus, il existe des courbes D de multiplicité m telles que:

(C,D)
m(D)

=
βs+1

n1 . . . ns
.

Revenons au calcul de β(i). Soient donc i ≤ n− 1, et q l’unique entier tel
que: 1 ≤ q ≤ g et n1 . . . nq−1 ≤ i < n1 . . . nq. Il s’agit d’après ce qui précède
de calculer Max{k(C,D), D telle que km(D) ≤ i}.

Pour une telle courbe s = s(D) ≤ q − 1. Donc en vertu du lemme:

(C,D) ≤ m(D)
βs(D)+1

n1 . . . ns(D)
.

Or km(D)
n1...ns(D)

≤ i
n1...ns(D)

.

Mais km(D)
n1...ns(D)

étant un entier, on a:

km(D)
n1 . . . ns(D)

≤
[

i

n1 . . . ns(D)

]
.

Par conséquent:

k(C,D) ≤
[

i

n1 . . . ns(D)

]
βs(D)+1.

D’où: β(i) ≤ Max{β1i, β2[i/n1], . . . , βq[i/n1 . . . nq−1]}.
D’autre part soit p, 1 ≤ p ≤ q. Posons kp = [i/n1 . . . np−1]. Il existe un

arc ϕp tel que valϕp = kpn1 . . . np−1 ≤ i et val (f ◦ ϕp) = βp[i/n1 . . . np−1].
Il suffit en effet de considérer l’arc ϕp défini par:

ϕp(t) = (tn1...np−1kp , θ0,n1...np−1(t
kp)).

Alors val (f ◦ ϕp) = kp(C,D0,n1...np−1) = βp[i/n1 . . . np−1]. D’où l’égalité
annoncée dans 2.1.

Maintenant si i≡0 (n1 . . . nq−1) et i <n1 . . . nq, les nombres i/n1 . . . np−1,
1≤p≤ q, sont entiers, et donc β(i)=Max{β1i, β2i/n1, . . . , βqi/n1 . . . nq−1}.
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Par conséquent β(i) = βqi/n1 . . . nq−1, car pour p ≤ p′ on a:

βp

n1 . . . np−1
≤

βp′

n1 . . . np′−1
.

Ainsi β(i)/i = βq/n1 . . . nq−1 = eq/mq + 1 d’après [10].
Passons maintenant au second point de 2.1. Pour cela, étant donnés

ϕ ∈ NC2,0 et i ∈ N, on écrira ϕ ≡i NC,0 si et seulement si il existe ψ ∈ NC,0

tel que val (ϕ− ψ) > i. Si (x, y) est un système de coordonnées satisfaisant
les conditions précédentes, on notera ϕ1 (resp. ϕ2) la composante en x (resp.
en y) de ϕ. On a alors:

Lemme 2.8. Soient i ∈ N∗, ϕ ∈ NC2,0 tel que valϕ ≤ i, et (D, 0) l’image
de ϕ. ϕ ≡i NC,0 si et seulement si valϕ = valϕ1, valϕ est un multiple de n,
et l’ordre de coincidence des développements de Puiseux c(D) est strictement
supérieur à i/val (ϕ).

Preuve. Supposons qu’il existe ψ ∈ NC,0 tel que val (ϕ − ψ) > i. Puisque
i ≥ val (ϕ), ϕ et ψ ont même valuation et même tangente. La tangente de
ψ étant y = 0, on a donc:

val (ϕ) = val (ϕ1) < val (ϕ2) et val (ϕ) = val (ψ) = np.

Pour un choix convenable d’une uniformisante t, on a:

ϕ(t) = (tnp, ϕ2(t)) et ψ(t) = (u(t)n, y1(u(t))) où u ∈ O1.

Ecrivons u(t) = v(t)p, où v(t) = at+ r(t) et val (r) ≥ 2. Comme np ≤ i, on
a: anp = 1. Par suite ap = ξk−1, pour un certain k, 1 ≤ k ≤ n. D’autre part
puisque tnp − v(t)np ∈ (t)i+1, un calcul élémentaire montre que:

val (r) ≥ 2 + i− np.

Maintenant:

y1(v(t)p)− y1(ξk−1.tp) =
∑
j≥β1

aj

∑
1≤l≤jp

(
jp

l

)
r(t)l(at)jp−l.

Mais: lval (r) + jp − l ≥ l(val (r) − 1) + jp ≥ i + 1 − np + jp ≥ i + 1. Par
conséquent: y1(v(t)p)− y1(ξk−1.tp) ∈ (t)i+1. Ainsi les notations étant celles
de (2.1.1) on a : ϕ2(t)− yk(tp) ∈ (t)i+1. Ecrivons maintenant (tnp, ϕ2(t)) =
(tms, θ(ts)) où l’arc (tm, θ(t)) est irréductible. Puis posons:

θ(t) =
∑
j>m

bjt
j .

Ainsi:
y′1(x

1
m ) =

∑
j>m

bjx
j
m
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est un développement de Puiseux correspondant à l’image D de ϕ. On a:

c(D) ≥ ordx(y′1(x
1
m )− yk(x

1
n )) =

1
ms

ordx(y′1(x
s)− yk(xp))

=
1
ms

val (ϕ2(t)− yk(tp)) ≥
i+ 1
ms

.

Et donc, c(D) ≥ i+1
val (ϕ) > i

val (ϕ) . Réciproquement si c(D) > i
val (ϕ) , on

prouve de manière similaire que ϕ ≡i NC,0 en tenant compte du fait que:

c(D) = Max1≤l≤nordx(y′1(x
1
m )− yl(x

1
n )).

�
Revenons au calcul de β(i). On a par définition de la fonction d’Artin-

Greenberg:

β(i) = Max{val f ◦ ϕ, ϕ 6≡i NC,0}
= Max{val f ◦ ϕ, ϕ 6≡i NC,0 et val (ϕ) ≤ i}.

Pour un ϕ tel que val (ϕ) ≤ i et ϕ 6≡i NC,0, trois cas peuvent se produire en
vertu du lemme.

1iercas: val (ϕ) < val (ϕ1).
On a alors: val (f ◦ ϕ) ≤ nval (ϕ) ≤ ni. De plus l’égalité est obtenue pour
l’arc t→ (0, ti).

2iemecas: val (ϕ) = val (ϕ1) et val (ϕ1) n’est pas un multiple de n.
Ecrivons ϕ(t) = (tmp, θ(tp)) où l’arc (tm, θ(t)) est irréductible. Soit s =
Max{k ∈ {0, . . . g − 1}/ m ≡ 0 (n1 . . . nk)}. En vertu du Lemme 2.7,

val (f ◦ ϕ) ≤ mp
βs+1

n1...ns
. Mais par définition ks+1(i) est le plus grand en-

tier l tel que: n1 . . . nsl ≤ i et n1 . . . nsl 6≡ 0 (n). Par suite mp = n1 . . . nsl,
avec l ≤ ks+1(i), et donc val (f ◦ϕ) ≤ lβs+1 ≤ ks+1(i)βs+1. De plus l’égalité
est obtenue pour l’arc t → ρ0,n1...ns(tks+1(i)) qui a été défini au cours de la
preuve du Lemme 2.7.

3iemecas: val (ϕ) = val (ϕ1) et val (ϕ1) est un multiple de n.
Posons ϕ(t) = (tnp, ϕ2(t)) = (tmk, θ(tk)), où l’arc (tm, θ(t)) est irréductible.
Puis considérons l’unique entier q tel que: q ∈ {0, . . . , g} et βq ≤ i

p < βq+1.
On a donc:

i

βq+1
< p ≤ i

βq
, i.e.,

[
i

βq+1

]
+ 1 ≤ p ≤

[
i

βq

]
.
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Soit maintenant α(D) = nc(D), l’ordre de contact entre C et l’image D de
ϕ. On a d’après [10] Proposition 2.4:

val (f ◦ ϕ) = km

(
βq′

n1 . . . nq′−1
+

α− βq′

n1 . . . nq′

)
où q′ est l’unique entier tel que: 0 ≤ q′ ≤ g et βq′ ≤ α < βq′+1. En vertu du
Lemme 2.8, α = nc(D) ≤ ni

val (ϕ) = i
p . Par suite q′ ≤ q. Si q′ < q, on a:

val (f ◦ ϕ) = np

(
βq′

n1 . . . nq′−1
+

α− βq′

n1 . . . nq′

)

≤ np

(
βq′

n1 . . . nq′−1
+
βq′+1 − βq′

n1 . . . nq′

)
.

Mais le dernier terme de l’inégalité ci-dessus vaut:

np
βq′+1

n1 . . . nq′
.

Donc pour q′ < q, on a:

val (f ◦ ϕ) ≤ np
βq

n1 . . . nq−1
≤ n

[
i

βq

]
βq

n1 . . . nq−1

≤ n
[
i

βq

] βq

n1 . . . nq−1
+

i
[ i
βq

]
− βq

n1 . . . nq

 = θ(i, q).

Si q′ = q. Puisque α ≤ i
p , on a:

val (f ◦ ϕ) = np

(
βq

n1 . . . nq−1
+

α− βq

n1 . . . nq

)

≤ np

(
βq

n1 . . . nq−1
+
i/p− βq

n1 . . . nq

)
.

Comme βq−
βq

nq
≥ 0, le dernier terme de l’inégalité ci-dessus est une fonction

croissante de p. Mais p ≤ [ i
βq

], donc:

val (f ◦ ϕ) ≤ n
[
i

βq

](
βq

n1 . . . nq−1
− βq

n1 . . . nq

)
+

ni

n1 . . . nq
= θ(i, q).

Pour conclure, il nous reste à voir qu’il existe ϕ ∈ NC2,0, ϕ 6≡i NC,0 tel que
val (ϕ) ≤ i et val (f ◦ ϕ) = θ(i, q). Pour cela posons p = [ i

βq
], il revient au

même de voir qu’il existe ϕ tel que, val (ϕ) = np, et l’ordre de cöıncidence
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entre les développements de Puiseux de C et de l’image D de ϕ soit égal
exactement à i

np . Considèrons ϕ(t) = (tnp, θ(t)), où:

θ(t) =
∑

j≥β1, pj<i

ajt
pj + rti.

Avec:
- si i non multiple de p, r 6= 0,
- si i = lp, r 6= alξ

klηd, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ d ≤ np, où ξ (resp. η) est une
racine primitive n-ième (resp. np-ième) de l’unité.

Ecrivons: ϕ(t) = (tms, ρ(ts)), où l’arc (tm, ρ(t)) est irréductible. Alors:

y′1(x
1
m ) =

∑
j≥β1, pj<i

ajx
j
n + rx

i
np

est un développement de Puiseux racine correspondant à D. Or par con-
stuction:

ordx(y′1(x
1
m )− y1(x

1
n )) =

i

np

ordx(y′k′(x
1
m )− yk(x

1
n )) ≤ i

np
, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ k′ ≤ m.

D’où c(D) = i
np , comme annoncé.
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