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D’UNE BRANCHE PLANE

M. HICKEL

We calculate the Artin—Greenberg function of an irreducible
plane curve germ. We deduce from this calculation that the
Artin—Greenberg function, together with the multiplicity, de-
termines the topological type of the curve and vice versa.

1. Introduction.

Soient (X, z) un germe d’espace analytique complexe et Oy , son algebre
locale. Nous désignerons par Nx , l'espace des arcs analytiques tracés sur
(X,z), c’est a dire, Nx , est Pensemble des germes de morphismes analy-
tiques ¢ : (C,0) — (X,x), ou bien de facon équivalente, ’ensemble des
morphismes de C-algebres locales ¢* : Ox; — O;. Rappelons maintenant
la définition de la fonction d’Artin-Greenberg 3 de (X, z) (cf. [8] Def. 2).
Pour cela, O; étant munie de sa valuation naturelle et considérant deux
éléments ¢, 1) d'un Ny, nous noterons val (¢ — ) la valuation de I'idéal de
O1, (¢* —¥*)(myy), ol my,, est 'idéal maximal de Oy,,. Soit maintenant
I un idéal d’un certain O, tel que Ox, ~ O,/I. La fonction suivante
B : N — N, est dite la fonction d’Artin-Greenberg de (X, z):

- Si I =(0), on pose (3(i) = i, pour tout 7 € N.

- Si I #(0), 5(7) est le plus petit entier tel que,

Vi € Nen o, val (1) > (i) + 1 = Fp € Neno/9*(1) =0
et val (p — ) > i+ 1.

La définition ne dépend en fait que de ’algebre locale Ox ; et la fonction
d’Artin-Greenberg est une mesure de la singularité de (X, x), puiqu’elle est
égale a 'identité si et seulement si (X, x) est lisse. Dans [8], pour un germe
d’hypersurface f = 0 a l'origine de C", nous reliions la fonction d’Artin-
Greenberg de O,,/ f a celle de son lieu singulier O,,/(f, %’ cey 837];), et nous
en déduisions, pour une singularité isolée, une majoration optimale de 3 en
fonction des invariants polaires de I’hypersurface. Pour d’autres résultats
nous renvoyons le lecteur a [5], [8] et [9].

Nous proposons ici le calcul complet et exact de la fonction d’Artin-

Greenberg d’une branche plane (cf. Th. 2.1). Ce calcul fait apparaitre que
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la fonction d’Artin-Greenberg, jointe a la multiplicité, détermine le type
topologique de la branche et réciproquement.

2. Fonction d’Artin-Greenberg d’une branche plane.

Soit (C,0) un germe, & l'origine de C?, de courbe plane irréductible de

multiplicité n. Désignons par (ri,ni),...,(r4,ng) ses paires de Puiseux
et par (6o = n,01,...,0y) la caractéristique de (C,0) (cf. [15]). On a
% = ﬁ, 1 < i < g. Considérons les entiers (B, = n, 3y, ... ,Bg) définis
par:

Bq-&-l_ﬂq—f—l:nqﬁq_ﬂq7O§qgg_1 n():]-'

Rappelons que (3q, B, - - - ,Bg) est un systeme minimal de générateurs du
semi-groupe I' des valuations de (C,0) (cf. [15]). Par ailleurs, considérons
la courbe polaire P(C') associée a C' et a une direction L assez générale.
Ecrivons P(C) = (J;«;<; i, ot les I'; sont les composantes irréductibles de
P(C). Soient alors:

m; = m([;) la multiplicité de T'; a l'origine,

e; + m; = (C,T;) la multiplicité d’intersection de C et I'; a lorigine.
D’apres M. Merle [10], on peut regrouper les I'; en g paquets, |J..; Iy,
1 < g < g, de telle sorte que pour i € I, on ait:

i€,

€; + my; Bq

m; ny...Ng—1 '
Nous supposerons dans la suite la numérotation des I'; choisie de telle sorte
que g € I,. Par ailleurs, le symbole [z] désignera la partie entiere du nombre
réel x.
Le résultat suivant donne le calcul complet de la fonction d’Artin-Green-
berg d’une branche plane (C,0).

Théoreme 2.1.
1) Soit i, 1 <1i < n—1. Considérons l'unique entier q, 1 < q < g, tel
queng...ng—1 <i<ni...ng. Alors:

B(i) = Max{Bli,BQ[i/nﬂ, .. ,Bq[i/nl cooMg—1]}

En particulier pour it =0 (n1...ng—1) et i <ni...ng, on a:

ﬁ@z & — Y4
) ni...Ng—1 mg

ou les (eq,mq) sont les invariants polaires ordonnés comme précédem-
ment.
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2) Soit i > n. Alors:
B(i) = Max{ni, B, k1(i), Boka(i), . . ., Byky(i), 0(i,4),0 < q < g}
o

(i) = {[i/nl 1] sili/ny...ng-1) 20 (ng...ng)

[i/ni...ng—1] —1 dans le cas contraire

i B B ni [ i
Q(Z"q) = " [EI} <”1'~~gq—1 B "1~~q~nq) + ni...ng 5 [@1-&-1} < [FJ

o afe] - 4]

(par convention (g1 = +00).

La premiere assertion de 2.1.1 a été obtenue indépendamment dans [4].
Je remercie le referee de m’avoir communiquer cette référence. C. Cuesta-
Sainz donne aussi un exemple ou 3(i) prend toutes les valeurs dans le Max
de 2.1.1.

By

ni.nmg—1

Remarque 2.2. Soit v = Max(ey,/my) = eq/mg = — 1. On peut

vérifier a ’aide du calcul ci-dessus et de la définition des Bq que,
Vie N, [(i) < vi+i.
De plus pour i =0 (ny...n4-1) et 1 Z0 (n), B(i) = vi +1i.

Exemple 2.3. Si (C,0) a une seule paire de Puiseux (m,n), on a:
-Sim#n+1,8(i)=mi,siiZ0 (n)et i) =m(i—1)sii=0 (n)
-Sim=n+1, p(i) =misii#0 (n), B(n) =n2, Bkn) = m(kn — 1),

k> 1.

Corollaire 2.4. Deux branches planes (C,0) et (C’,0) ont méme type topo-
logique si et seulement si elles ont méme multiplicité et méme fonction
d’Artin-Greenberg.

Preuwve. Si (C,0) et (C’,0) ont méme type topologique, elles ont méme mul-
tiplicité et méme fonction d’Artin-Greenberg, car celle-ci se calcule entiere-
ment par la donnée de la caractéristique (n, 51, ..., 5). Réciproquement si
(C,0) et (C’,0) ont méme multiplicité et fonction d’Artin-Greenberg. On a

B(1) = g1 = B'(1) = B}. Par suite % = %, et C, C’ ont donc méme premiere
paire. Ensuite par 3(ny) = B9 = '(n1) = 5, on obtient % = %, d’ou la
coincidence de la seconde paire. La coincidence de la g-iéme paire de (C,0)

et (C',0) est obtenue en écrivant S(n1 ...ng—1) = B, = 5, = B'(n1...ng—1).

Remarque 2.5. En fait (C,0) et (C’,0) ont méme type topologique si et
seulement si (n, 3(7),i < n) = (m, 5(3),i < m).
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Remarque 2.6. D’apres un résultat de J.Pas ou de M.Presburger (cf. [5]
Remarque p. 231), il existe deux entiers positifs d, N tels que, pour i > N,
B(i) = ayyi + byi), ot p( ) désigne la classe de ¢ modulo d. Dans le cas

présent on a: (i) = B,ky(i) pour i > 0.
B.i Byng...ng_1i .5
En effet pour ¢ <g, ﬁqj(z) < n1...7qzq_1 = 2f..ngg_11 . Mais B,ng...ng—1 <
— N1 ) 67’ . . o .
By=1. Dol Byky(i) < gt — b Or e = [ e
avec 0 <7 < ni...ng—1. Par suite pour i > 0, 5 kq(7) <ﬁ kg(i). D’autre

part 0(i,q) < ﬁ%mﬁ;{;_l Donc pour ¢ < g et i > 0, 0(i,q) < ﬁg kg(i). De

. Byi Byi =
plus (i, g) < ﬂ%m...%g_l et i~ By

i>> 0 on a: 0(i,g) < B ky(i).

Maintenant ng:g(i) est du type Pas-Presburger précédemment évoqué,
avec d = ny...ng_1. Je remercie le referee de m’avoir fait part de cette
observation.

kq(i). Mais 3= - <1, par suite pour

Preuve du théoréme 2.1. 1) Soient i € N, 0 < i <n—1, et f € Og un germe
d’équation réduite et irréductible de (C,0). On remarque d’abord que:

B(i) = Max {val (f o @), ¢ € Ngz et val () < i}.

Soit donc ¢ € Nz o avec val (¢) < i. Notons (D, 0) le germe de courbe image
de . Apres un choix convenable d'une uniformisante ¢, on a o(t) = ¢’ (t*)
ol k > 1 et ¢ est une paramétrisation irréductible de (D,0). (Nous disons
qu'une paramétrisation ¢ — ¢(t) d’une branche (D,0) est irréductible, s’il
n’existe pas de de [ > 1 et de 6 € Nz g tel que ¢(t) = 6(t").) On a alors:

val (f o p) = kval (f o ') = k(C, D)

ou (C, D) est la multiplicité d’intersection a 'origine de C' et D. On est
donc amené a calculer les valeurs possibles de (C, D) pour 0 < m(D) < n,
ou m(D) désigne la multiplicité de D a l'origine. Pour cela, choisissons un
systeéme de coordonnées (z,y) a l'origine de C2, tel que, désignant par f
et g des équations respectives de C' et D, on ait f et g régulieres d’ordre
leur multiplicité dans la direction y. Par le théoréme de préparation de
Weierstrass, on peut supposer que:

fle,y) =y"+ > ail@)y™, ai(0) =0,

1<i<n

glz,y) =y + Y bi(x)y™ ", bi(0) = 0.

1<i<m

Ensuite, quitte a faire un changement de variables, y «— y — Zlg j<d cjacj,
x « x, on peut toujours supposer que y = 0 a le contact maximal (au sens
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usuel) avec (C,0). Considérons alors:

y1( xn E a]xn

Jj=p
1 g
)= b
j>1
des développements de Puiseux racines respectivement de f(z,y) = 0 et
g(x,y) =0. Si & (resp. 0) est une racine primitive n-ieme (resp. m-ieme) de
I'unité, on pose:
(2.1.1)
1 _ 1 1 I_ 1
() = (€ am), yp(em) =94 (0"am), 1 <U<n 1< <m.

Par définition, on appellera ordre de coincidence des développements de
Puiseux de C et D le nombre:

¢(D) = Max ordx(yl(x%) - yf,(xi)), 1<i<n 1<l <m.

De méme le nombre «(D) = nc(D) sera dit 'ordre de contact de C' et D &
Porigine (cf. [10] Def. 2.1 et Remarque 2.2 p. 106).

Soit alors s = Max{k € {0,...,9 — 1}/m = m(D) = 0 (n1...nx)}.
L’ordre de coincidence entre développements de Puiseux ¢(D) est inférieur

ou égal a % En effet ’Bsn“ = m'ff;;l ¢ LN car, m = 0 (n1...ny),
m Z 0(ny...nsy1), et pged(nsy1,7s+1) = 1. Par suite a(D) < Beiq.
D’autre part, on a «(D) = (Bs41 pour les courbes Dy, images de pgp, :

(C,0) — (C?,0) ou
Pam(t) = (1™ Bam(t)) et bum(t) = > €ha;t™, 0<d<n.

J<Bs+1
Onabien@dm( ) € C{t}, car I € Nsiaj # 0. Eneffet m =0 (n1...n;) et,
Le m s N, lorsque a; # 0 et j < Bs+1, par définition de la caracterlsthue

D’apres la Proposition 2.4 p. 106 de [10] on a:
Bs—l—l

(C,Dgm)=m .
ny...nNg

D’autre part, pour une courbe D de multiplicité m = m(D), soit ¢ 'unique
entier 0 < ¢ < g tel que By < a(D) = a < f441 (rappelons que Bg41 = 00).
On a d’apres la proposition de [10] précitée:

©D)_ B a-p

m(D)  ni...ng-1  ni...ng

Puisque a < fgp1,onma: ¢ <s+1<g. Sig<s,ona:
<

B4 4 o — By < B4 +ﬁq+1_5q: Byt Bt _
ny...Ng—1 ny...Ng ny...Ng—1 ny...Ng ny...Ng  MN1...Ng




42 M. HICKEL

Sig=s+1,0onaa= 01, donc:

(C’D) _ Bs-{-l
m(D)  np...ng

Au vue de ce qui précede on a donc établi:

Lemme 2.7. Soient m un entier premier an et (D,0) un germe de branche
plane de multiplicité m(D) = m. Soit s = Max{k € {0,...,9 — 1}/m =
0 (n1...ng)}. Alors:

(C, D) < ﬂs+1

m(D) ~ ni...ns

De plus, il existe des courbes D de multiplicité m telles que:

(OaD)_ Es-i—l
m(D)  np...ng

Revenons au calcul de 3(i). Soient donc i < n —1, et ¢ 'unique entier tel
que: 1 <g<getni...ng1 <i<ni...ng lls’agit d’apres ce qui précede
de calculer Max{k(C, D), D telle que km(D) <i}.

Pour une telle courbe s = s(D) < ¢ — 1. Donc en vertu du lemme:

(C,D) < m(D)M.
ny... ’I’LS(D)
km(D) i
Or o Ms(D) S Tzls(D)'
Mais 7(() étant un entier, on a:

km(D) <[ i }
ni...NMgp)y  |LN1-.-Ng(D)

KeD) < |

Par conséquent:

D’ott: B(i) < Max{Bi, Ba[i/n1], ..., Byli/n1 ... ng-1]}.

D’autre part soit p, 1 < p < q. Posons k, = [i/n;...np_1]. 1l existe un
arc ¢, tel que valg, = kpny...n,_1 < ietval(foy,) = Bp[i/nl CMp).
I1 suffit en effet de considérer I’arc ¢, défini par:

ep(t) = ("R 0o ().

Alors val (f o ¢p) = kyp(C, Dony.ny_y) = Bpli/ni...np_1]. Dol I'égalité
annoncée dans 2.1.

Maintenant si i=0 (ny...n¢—1) et i <nj...ng, les nombres i/ny...n,_1,
1<p<gq, sont entiers, et donc (i) =Max{ 3,1, Byi/n1,. .. ,qu/nl co.Ngo1}
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Par conséquent (i) = Eqi/nl ...ng—1, car pour p < p’ on a:

Bp Bp/

ny...Np—1 nl...np/,l

Ainsi (i) /i = B,/n1 .. .ng—1 = eq/mq + 1 d’apres [10].

Passons maintenant au second point de 2.1. Pour cela, étant donnés
¢ € Nezg et i € N, on écrira p =' N si et seulement si il existe ¢ € Ng
tel que val (¢ — 1) > i. Si (z,y) est un systéeme de coordonnées satisfaisant
les conditions précédentes, on notera ¢ (resp. ¢2) la composante en z (resp.
en y) de ¢. On a alors:

Lemme 2.8. Soient i € N*, ¢ € N2 tel que valp < i, et (D,0) l'image
de o. ¢ = Nog si et seulement si val p = val 1, valp est un multiple de n,
et l'ordre de coincidence des développements de Puiseux c(D) est strictement
supérieur a i/val (p).

Preuve. Supposons qu'il existe ¢ € N¢ tel que val (¢ — 1) > i. Puisque
i > val(p), ¢ et 1) ont méme valuation et méme tangente. La tangente de
1) étant y = 0, on a donc:
val (¢) = val (¢1) < val (p2) et val () = val (¢) = np.
Pour un choix convenable d’une uniformisante ¢, on a:
p(t) = (t", @a(t)) et P(t) = (u(t)", y1(u(t))) ot u € Oy.

Ecrivons u(t) = v(¢t)P, ot v(t) = at 4+ r(t) et val (r) > 2. Comme np < i, on
a: a"? = 1. Par suite a? = €F=1 pour un certain k, 1 < k < n. D’autre part
puisque "7 — v(t)" € ()", un calcul élémentaire montre que:

val (r) > 2 +1i— np.
Maintenant:
@) - =Y o ¥ (7)ot
>/ 1<i<jp

Mais: lval (r) +jp —1 > Il(val(r) —1)+jp >i+1—np+jp > i+ 1. Par
conséquent: y; (v(t)P) — y1 (¥ 1.#P) € (t)"*1. Ainsi les notations étant celles
de (2.1.1) on a : @a(t) — yr(t?) € ()", Ecrivons maintenant ("7, @o(t)) =
(t™s,0(t%)) ou l'arc (t™,0(t)) est irréductible. Puis posons:

)= bt

j>m

)= b

j>m

Ainsi:
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est un développement de Puiseux correspondant a I'image D de ¢. On a:

(D) > ordy (4 (x7) — y(a™)) = —ordu (4] (") — y(a?))
= vl (pa(0) — () 2 S

Et donc, ¢(D) > v;li(}p) > va%@. Réciproquement si ¢(D) > vali(@y on

prouve de maniere similaire que ¢ =' N en tenant compte du fait que:

1

c(D) = Maxy<i<pord,, (¢ (v7) — (7).

O
Revenons au calcul de (7). On a par définition de la fonction d’Artin-
Greenberg;:

B(i) = Max{val f o ¢, ¢ #" Neyo}
= Max{val f o, ¢ ' Ngp et val (p) < i}.

Pour un ¢ tel que val (¢) < i et ¢ # Nc o, trois cas peuvent se produire en
vertu du lemme.

1%“"cas: val (@) < val (¢1).

On a alors: val(f o) < nval(p) < ni. De plus I'égalité est obtenue pour
larc t — (0,t).

2i€mecgs: val () = val (1) et val (1) n’est pas un multiple de n.

Ecrivons ¢(t) = (t"P,0(t?)) ou l'arc (t™,0(t)) est irréductible. Soit s =
Max{k € {0,...g9 — 1}/ m = 0 (n1...n%)}. En vertu du Lemme 2.7,

val (f o p) < mp% Mais par définition ks;1(i) est le plus grand en-

tier [ tel que: ny...ngl <ietny...nsl Z0 (n). Par suite mp = ny...ngl,
avec | < kyy1(i), et donc val (fop) <1B,,1 < ksy1(i)B,41. De plus égalité
est obtenue pour I'arc t — po.p, _n, (t%+10)) qui a été défini au cours de la
preuve du Lemme 2.7.

3mecas: val (@) = val (¢1) et val (¢1) est un multiple de n.

Posons ¢(t) = (1", pa(t)) = (t™F 0(t*)), o1 I'arc (™, 0(t)) est irréductible.
Puis considérons I'unique entier ¢ tel que: ¢ € {0,...,g} et §; < % < Bg1-
On a donc:
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Soit maintenant a(D) = ne(D), Pordre de contact entre C' et I'image D de
¢. On a d’apres [10] Proposition 2.4:

.l
val (f o) = km < o~ b )
nq/ 1 nl e nq/

ou ¢’ est I'unique entier tel que: 0 < ¢’ < get Gy < a < Byi1. En vertu du

Lemme 2.8, a = ne(D) < =% = . Par suite ¢ < ¢. Si ¢’ < ¢, on a:
al(p) — p

V&l(focp)zﬂp( By + a—ﬂq/>

nl...nq/_l nl...nq/

< np Bq’ + 5!]’4—1 - Bq/
- ng...Ng—1 ny... Ny

Mais le dernier terme de I'inégalité ci-dessus vaut:

ﬂq’ﬂ
ny.. .nq/ '

Donc pour ¢’ < ¢, on a:

val (f o ) STZPL <n {Z] L

ny...Ng—1 Bq g—1
. ] + - Bq
i By [5,] ,
<n + =0(i,q).
[ﬁq} ni...Ng—1 N1...Ng (i)

Si ¢’ = q. Puisque a < %, on a:

Bq a— fy
1-

- Ng—1 ny...ng

<np Bq +i/p—ﬂq
- niy...Ng—1 ny...Ng

Comme Bq 5 < > (, le dernier terme de I'inégalité ci-dessus est une fonction

val (f o) =np (n

croissante de p. Mais p < [ ] donc:

i &} 3 ni
val (f o) Sn[@j (nl...qnq_l — nln‘iﬂq) +n1...nq =0(i,q).

Pour conclure, il nous reste & voir qu’il existe ¢ € N2 g, ¢ #" N tel que
i

val () < i et val(f o) = 6(i,q). Pour cela posons p = [Fq]’ il revient au

méme de voir qu'il existe ¢ tel que, val (¢) = np, et 'ordre de coincidence
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entre les développements de Puiseux de C' et de I'image D de ¢ soit égal
exactement & = Considerons ¢(t) = (t"7,0(1)), ou:

o) = > aith +rt.
J>P, pji<i
Avec:
- si ¢ non multiple de p, r # 0,
-sii=Ip,r# aqftn? 1<k <n,1<d<np, ot (resp. n) est une
racine primitive n-ieme (resp. np-ieme) de l'unité.
Ecrivons: ¢(t) = (£, p(t%)), ou l'arc (t™, p(t)) est irréductible. Alors:
yi(x%) = Z aja:% + ranp
J=2P, pi<i
est un développement de Puiseux racine correspondant a D. Or par con-
stuction:

() (25) — gy (2)) = =
ordu ()~ i (ah)) =
ordx(y;,(x%) — yk(x%)) < L, 1<k<n 1<k <m.
np
D’ou ¢(D) = n%, comme annoncé.
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