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Let k be a field of positive characteristic p. One considers
some categories, whose objects are given classes of finite p-
groups, and morphisms are given classes of k-virtual bisets,
i.e., linear combinations of bisets with coefficients in k. The
category of k-linear functors from such a category to the cat-
egory of k-vector spaces is abelian, and one can try to classify
and describe its simple objects, or its projective objects.

By specific subfunctors of the Burnside functor, which have
a unique simple quotient SQ,k, one will get some estimates on
the k-dimension of the evaluations of these simple functors.
These evaluations are equalities for abelian p-groups, and for
such groups P the result is even stronger, since it provides
some explicit k-bases for the evaluations SQ,k(P ).

Introduction

Le formalisme des bi-ensembles permet de donner une description uniforme
des opérations d’induction, de restriction, d’inflation, de déflation, et de
transport par isomorphisme. Cette description permet une interprétation
des formules classiques, comme la formule de Mackey, en termes de produits
de bi-ensembles.

Etant donné un anneau commutatif k, il est alors naturel de considérer des
catégories dont les objets sont certaines classes de groupes finis, et les mor-
phismes certaines classes de bi-ensembles k-virtuels, i.e., des combinaisons
linéaires à coefficients dans k de bi-ensembles. La catégorie des foncteurs k-
linéaires d’une telle catégorie vers la catégorie des k-modules est abélienne,
et on peut essayer de classifier et décrire ses objets simples ou ses objets
projectifs.

En particulier, S. Bouc a étudié la catégorie dont les objets sont tous les
groupes finis, et les morphismes tous les bi-ensembles virtuels, l’anneau k
étant un corps de caractéristique zéro (cf. [1]). La classification des facteurs
simples du foncteur de Burnside dans ce cas fait apparâıtre la notion de
“b-groupes”, et les facteurs en question sont les foncteurs simples SH,k, où
H est un“b-groupe”.

Plus récemment, S. Bouc et J. Thévenaz ont décrit certains foncteurs
simples SP,k, où P est un p-groupe fini et k est un corps de caractéristique
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202 ISMAÏL BOURIZK

positive q différente de p, définis sur la catégorie dont les objets sont les
p-groupes finis (cf. [2]).

Dans ce travail on essayera de compléter ce dernier cas, en prenant pour
k un corps de caractéristique p. Grâce à des sous-foncteurs du foncteur de
Burnside, qui ont un unique quotient simple SQ,k, on obtiendra des estima-
tions de la dimension sur k des évaluations de ces foncteurs simples. Dans
le cas où l’on se restreint aux p-groupes abéliens, ces estimations sont des
égalités: soient Q et P deux p-groupes abéliens finis, tel que Q est d’ordre
au moins p2, alors dimkSQ,k(P ) est égale au nombre de sous-groupes R de
P tels que P/R ' Q; et dimkS1,k(P ) est égale au nombre de sous-groupes
R de P tels que |P/R| ≤ p. Le cas où Q est d’ordre p, est donc laissé
complètement ouvert.

1. Notations et rappels

• Un bi-ensemble U , est un ensemble sur lequel un groupe G agit à gauche
et un autre groupe H agit à droite, de façon que

g(xh) = (gx)h pour tous g ∈ G, x ∈ U et h ∈ H.
Soit k un corps de caractéristique p positive, et Ck la catégorie dont les objets
sont les p-groupes finis et les morphismes sont les combinaisons k-linéaires
de bi-ensembles. Soit Fk la catégorie abélienne des foncteurs k-linéaires de
Ck dans la catégorie des k-espaces vectoriels.

Si P est un p-groupe, soit B(P ) l’anneau de Burnside de P , alors la
correspondance P 7−→ k ⊗Z B(P ) est naturellement un objet de Fk (cf. [1],
Introduction).

Si G et H sont deux objets de Ck, alors HomCk
(H,G) est le produit

tensoriel par k du groupe de Grothendieck de la catégorie des G-ensembles-
H, le produit de deux morphismes étant défini par k-linéarité à partir du
produit d’ensembles défini comme suit:

Soient G et H deux groupes finis. Si L est un sous-groupe du produit
G ×H on notera (G ×H)/L le bi-ensemble formé des classes (g, h)L pour
(g, h) ∈ G×H, considéré comme G-ensemble-H pour l’action

x · (g, h)L · y = (xg, y−1h)L.

Soit G′ un autre groupe fini, E un G-ensemble-H et F un H-ensemble-G′,
on note E ×H F l’ensemble des orbites de H par son action sur le produit
E×F donnée par h · (x, y) = (xh−1, hy). C’est un G-ensemble-G′: si g ∈ G
et g′ ∈ G′, alors par définition

g · (x, y) · g′ = (gx, yg′)

où (x, y) désigne l’image de (x, y) dans E ×H F .
Soit H un sous-groupe de G, soit N un sous-groupe normal de G. Rap-

pelons la définition des bi-ensembles IndG
H , InfG

G/N , DefG
G/N et ResG

H :
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on a

IndG
H = (G×H)/{(g, g)|g ∈ H}

InfG
G/N = (G× (G/N))/{(g, gN)|g ∈ G}

DefG
G/N = ((G/N)×G)/{(gN, g)|g ∈ G}

ResG
H = (H ×G)/{(h, h)|h ∈ H}.

Soit ϕ un isomorphisme d’un groupe fini G dans un autre G′, on définit le
bi-ensemble IsoG

G′ par

IsoG
G′ = (G′ ×G)/{(ϕ(g), g)|g ∈ G}.

La notation ne fait pas apparâıtre ϕ, mais cela ne créera aucune confusion
en pratique.

Soient G et G′ deux groupes finis et L un sous-groupe du produit G×G′,
alors on note p1(L) (resp. p2(L)) la projection de L sur G (resp. sur G′).

De même on note

k1(L) = {g ∈ G|(g, 1) ∈ L} et k2(L) = {h ∈ G′|(1, h) ∈ L}.

Pour tout y élément de p2(L), il existe xy élément de G tel que le couple
(xy, y) soit élément de L. Alors en associant à yk2(L) l’élément xyk1(L) on
obtient un isomorphisme, dit canonique, entre p2(L)/k2(L) et p1(L)/k1(L).

Si G′′ est un autre groupe fini, et M un sous-groupe de G′×G′′, alors on
pose

L ∗M = {(g, g′′) ∈ G×G′′|∃g′ ∈ G′, (g, g′) ∈ L, (g′, g′′) ∈M}.

C’est un sous-groupe de G×G′′.
Rappelons la formule de Mackey relative aux bi-ensembles (cf. [1], 3.2):

soient G et H deux groupes finis, soit L un sous-groupe du produit G×H
et M un sous-groupe du produit H ×K. Alors

(G×H/L)×H (H ×K/M) =
∑

h∈p2(L)\H/p1(M)

(G×K)/(L ∗(h,1)M).

Si L est un sous-groupe du produit G×H, alors d’après ([1], Lemme 3, p.
672) le bi-ensemble G × H/L se décompose en un produit de morphismes
dans Ck:

G×H/L = IndG
p1(L) Inf p1(L)

p1(L)/k1(L) Isop2(L)/k2(L)
p1(L)/k1(L) Def p2(L)

p2(L)/k2(L) ResH
p2(L)

où Isop2(L)/k2(L)
p1(L)/k1(L) est relatif à l’isomorphisme canonique entre p2(L)/k2(L) et

p1(L)/k1(L).

• Les foncteurs simples SQ,k: (cf. [1], Proposition 2).
Les objets simples de Fk sont paramétrés par des couples (Q,V ), où Q

est un p-groupe et V est un kOut(Q)-module simple.
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Si S est un foncteur simple, le couple (Q,V ) correspondant est défini en
prenant pour Q un groupe d’ordre minimal tel que S(Q) est différent de 0
et en considérant V = S(Q) comme kOut(Q)-module.

Inversement, étant donné un couple (Q,V ) on a un foncteur simple noté
SQ,V défini, pour un p-groupe P , par

SQ,V (P ) =
(
HomCk

(Q,P )⊗EndCk
(Q) V

)///{ ∑
i

ϕi ⊗ υi|

∀ψ ∈ HomCk
(P,Q),

∑
i

(ψϕi)υi = 0
}
.

La notation SQ,k désignera le foncteur simple associé au kOut(Q)-module
trivial k.

2. Certains foncteurs simples en caractéristique p

Lemme 1. Soient Q et P deux p-groupes finis, soit A un sous-End(Q)-
module de B(Q) et J un sous-End(Q)-module maximal de A.

Soit NQ,A le sous-foncteur du foncteur de Burnside B, défini par

NQ,A(P ) = HomCk
(Q,P )×Q A

et NQ,A,J le sous-foncteur de NQ,A, défini par

NQ,A,J(P ) = {u ∈ NQ,A(P )|∀ϕ ∈ HomCk
(P,Q) : (ϕ×P u ) ∈ J}.

La correspondance qui à J associe NQ,A,J , est une bijection entre l’ensemble
des sous-End(Q)-modules maximaux de A et l’ensemble des sous-foncteurs
maximaux de NQ,A.

Preuve. Vérifions que NQ,A,J est un sous-foncteur de NQ,A:
Soient P et P ′ deux p-groupes finis, soit ψ ∈ HomCk

(P ′, P ), vérifions
qu’on a

ψ ×P ′ NQ,A,J(P ′) ⊂ NQ,A,J(P ).

D’après l’associativité du produit des bi-ensembles, on a

∀u ∈ NQ,A,J(P ′),∀ψ′ ∈ HomCk
(P,Q), ψ′ ×P (ψ ×P ′ u) = (ψ′ ×P ψ)×P ′ u.

Or d’après la définition de NQ,A,J(P ′):

HomCk
(P ′, Q)×P ′ u ⊂ J

et (ψ′×P ψ) ∈ HomCk
(P ′, Q), donc (ψ′×P ψ)×P ′ u ∈ J , ainsi ψ′×P (ψ×P ′ u)

est dans J , et NQ,A,J est un sous-foncteur de NQ,A. De plus NQ,A,J 6= NQ,A,
car par exemple NQ,A,J(Q) = J alors que NQ,A(Q) = A.

Soit L un sous-foncteur de NQ,A, en particulier on a L(Q) ⊂ NQ,A(Q) =
A. Alors il y a deux cas à envisager.
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(1) Ou bien L(Q) ⊂ J , dans ce cas

∀u ∈ L(P ),∀ϕ ∈ HomCk
(P,Q) : (ϕ×P u ) ∈ L(Q)

donc L ⊂ NQ,A,J .
(2) Ou bien L(Q) 6⊂ J , donc L(Q)+J = A et par suite L+NQ,J = NQ,A,

car

NQ,A(P ) = HomCk
(Q,P )×Q A

= HomCk
(Q,P )×Q (L(Q) + J)

= (HomCk
(Q,P )×Q L(Q)) +NQ,J(P ).

Comme L est un sous-foncteur de NQ,A, on a

HomCk
(Q,P )×Q L(Q) ⊂ L(P )

d’où
NQ,A(P ) ⊂ L(P ) +NQ,J(P ).

On a alors
L+NQ,J = NQ,A

or NQ,J ⊂ NQ,A,J , alors

L+NQ,A,J = NQ,A.

D’après ce qui précède on a établi que si L est sous-foncteur de NQ,A alors
ou bien L ⊂ NQ,A,J ou bien L +NQ,A,J = NQ,A, donc NQ,A,J est un sous-
foncteur maximal de NQ,A, et le quotient NQ,A/NQ,A,J est un foncteur sim-
ple.

D’autre part, si L est un sous-foncteur maximal (propre) de NQ,A, alors
L(Q) 6= A, car sinon on aurait HomCk

(Q,P )×QL(Q) = HomCk
(Q,P )×QA,

i.e., NQ,A = L. Il existe un sous-End(Q)-module maximal de A, noté JL tel
que L(Q) ⊂ JL, par le premier cas on déduit que L ⊂ NQ,A,JL

, et comme L
est un sous-foncteur maximal de NQ,A on a L = NQ,A,JL

.
Finalement, si J et J ′ sont deux sous-End(Q)-modules maximaux de A

tels que J 6= J ′, alors NQ,A,J 6= NQ,A,J ′ , car par exemple NQ,A,J(Q) = J
alors que NQ,A,J ′(Q) = J ′. �

Soient H et P deux p-groupes finis, dans toute la suite on notera “H
sous-groupe de P” par H ≺ P .

Soit Q un p-groupe fini non-trivial. Considérons dans k ⊗Z B(Q) le Q-
ensemble virtuel ξQ, défini par

ξQ = Q/1−
∑
|Z|=p

Z≺Z(Q)

Q/Z

où Z(Q) désigne le centre du groupe Q.

Lemme 2. Soit Q un p-groupe non-trivial, alors dans k ⊗Z B on a:
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• DefQ
Q/N ξQ = 0, si N /Q et N 6= 1.

• ResQ
P ξQ = 0, si Q est d’ordre au moins p2 et P est un sous-groupe

propre de Q.

Preuve.
• Soit N /Q et N 6= 1. Rappelons que si H est un sous-groupe de Q,

alors
DefQ

Q/N Q/H = (Q/N)/(H ·N/N).

Ainsi

DefQ
Q/N ξQ = (Q/N)/(N/N)−

∑
|Z|=p

Z≺Z(Q)

(Q/N)/(Z ·N/N)

= (Q/N)/(N/N)−
∑
|Z|=p

Z≺Z(Q)∩N

(Q/N)/(N/N)

−
∑
|Z|=p

Z≺Z(Q)
Z 6⊂N

(Q/N)/(Z ·N/N).

Or N est un sous-groupe normal non-trivial de Q, donc N ∩ Z(Q) 6=
1, et |{Z ≺ (Z(Q) ∩ N), |Z| = p}| est le nombre de sous-groupes
d’ordre p qui engendrent le p-groupe abélien élémentaire non-trivial
Ω1(Z(Q) ∩N), donc

|{Z ≺ (Z(Q) ∩N), |Z| = p}| = |Ω1(Z(Q) ∩N)| − 1
p− 1

par suite

|{Z ≺ (Z(Q) ∩N), |Z| = p}| ≡ 1 (p).

Donc
DefQ

Q/N ξQ = −
∑
|Z|=p

Z≺Z(Q)
Z 6⊂N

(Q/N)/(Z ·N/N)

ou encore

DefQ
Q/N ξQ = −

∑
M≺Q

|M :N |=p

∑
|Z|=p

Z≺Z(Q)
Z 6⊂N

Z·N=M

(Q/N)/(M/N).

Or si |M : N | = p, alors

|{Z ≺ Z(Q) tels que Z 6⊂ N, Z ·N = M et|Z| = p}| = n1 − n2
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où

n1 = |{Z ≺ Z(Q) ∩M tels que|Z| = p}|
n2 = |{Z ≺ Z(Q) ∩N ∩M tels que|Z| = p}|

avec n1 ≡ 1(p) et n2 ≡ 1(p), donc

|{Z ≺ Z(Q) tels que Z 6⊂ N, Z ·N = M et|Z| = p}| ≡ 0 (p)

d’où DefQ
Q/N ξQ = 0.

• D’après la formule de Mackey on a

ResQ
P ξQ =

∑
x∈(P\Q/1)

P/(P ∩x1)−
∑
|Z|=p

Z≺Z(Q)

∑
x∈(P\Q/Z)

P/(P ∩xZ)

= |Q : P | · P/1−
∑
|Z|=p

Z≺Z(Q)

|Q : P · Z| · P/(P ∩ Z).

Pour cela on distinguera deux cas:
(1) Si |Q : P | ≥ p2, alors

∀Z ≺ Z(Q), |Z| ≤ p, on a|Q : P · Z| ≥ p.

Donc ResQ
P ξQ = 0.

(2) Si |Q : P | = p, alors

ResQ
P ξQ = −

∑
|Z|=p

Z≺Z(Q)
Z 6⊂P

P/(P ∩ Z)

= −|{Z ≺ Z(Q) tels que Z 6⊂ P et|Z| = p}| · P/1.

Comme |Q : P | = p et |Q| ≥ p2, alors le sous-groupe P est non-
trivial. Comme de plus P est normal dans Q, alors P ∩ Z(Q) 6= 1,
et par suite

|{Z ≺ Z(Q) tels que Z 6⊂ P et|Z| = p}| ≡ 0 (p).

D’où ResQ
P ξQ = 0.

�

Lemme 3. Dans k⊗Z B(Q), on a End(Q)×Q ξQ est isomorphe à k. C’est
un kOut (Q)-module trivial.

Preuve. Pour tout sous-groupe L de Q×Q, on a:

(Q×Q)/L = IndQ
p1(L) Inf p1(L)

p1(L)/k1(L) Isop2(L)/k2(L)
p1(L)/k1(L) Def p2(L)

p2(L)/k2(L) ResQ
p2(L)

et
L = {(g, h) ∈ Q×Q|s(g) = t(h)}
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où s est une surjection d’un sous-groupe P1 de Q dans un groupe Q′, et t
une surjection d’un sous-groupe P2 de Q dans Q′.

D’après le Lemme 2, on a

(Q×Q/L)×Q ξQ 6= 0 ⇒ p2(L) = Q et k2(L) = 1.

Il en résulte que Q′ ' Q.
Or Q′ ' p1(L)/k1(L) ' p2(L)/k2(L), donc p1(L) = Q et k1(L) = 1, par

suite s et t sont des isomorphismes.
Ainsi L devient

L = 4s−1◦t(Q) = 4ϕ(Q)
où

ϕ = s−1 ◦ t ∈ Aut(Q).
Dans ce cas

(Q×Q/4ϕ (Q))×Q ξQ = Q/ϕ(1)−
∑
|Z|=p

Z≺Z(Q)

Q/ϕ(Z).

Donc

(Q×Q/4ϕ (Q))×Q ξQ = Q/1−
∑
|Z|=p

Z≺Z(Q)

Q/Z

= ξQ

et par suite
End(Q)×Q ξQ = kξQ.

D’autre part, on a

End(Q) = kOut(Q)⊕ IQ (cf. [1], Corollaire, p. 677)

où IQ est l’idéal de End(Q) engendré par des bi-ensembles factorisant par
des groupes K d’ordre strictement inférieur à celui de Q.

On a IQ ×Q ξQ = 0, car les générateurs de IQ sont de la forme

(Q×K)/L×K (K ×Q)/M.

Puisque |K| < |Q|, alors par le Lemme 2 on a [(K ×Q)/M ]×Q ξQ = 0:
En effet

|p2(M)|/|k2(M)| = |p1(M)|/|k1(M)| ≤ |K| < |Q|
donc

Def p2(M)
p2(M)/k2(M) ResQ

p2(M) ξQ = 0

il s’ensuit que
[(K ×Q)/M ]×Q ξQ = 0

et par conséquent

[(Q×K)/L×K (K ×Q)/M ]×Q ξQ = 0.
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Ainsi IQ ×Q ξQ = 0 et End(Q)×Q ξQ est un kOut(Q)-module trivial. �

Proposition 1. Soit Q un p-groupe d’ordre au moins p2. Considérons le
sous-foncteur FQ de k ⊗Z B défini, pour un p-groupe fini P , par:

FQ(P ) = HomCk
(Q,P )×Q ξQ

et le sous-foncteur JQ de FQ défini, pour un p-groupe fini P , par:

JQ(P ) = {u ∈ FQ(P )|∀ϕ ∈ HomCk
(P,Q), ϕ×P u = 0}.

Alors JQ est l’unique sous-foncteur maximal de FQ, et on a FQ/JQ ' SQ,k.
Puis considérons le sous-foncteur J1,k de k⊗ZB défini, pour un p-groupe

fini P , par:

J1,k(P ) = {u ∈ k ⊗Z B(P )|∀ϕ ∈ HomCk
(P, 1), ϕ×P u = 0}

i.e.,

J1,k(P ) = {X ∈ k ⊗Z B(P )|∀ U sous-groupe de P, |U\X| = 0}.
Alors J1,k est l’unique sous-foncteur maximal de k ⊗Z B, et on a (k ⊗Z
B)/J1,k ' S1,k.

Preuve. L’existence et l’unicité du foncteur JQ dans FQ résultent du
Lemme 1 et du Lemme 3. On sait aussi que FQ/JQ est simple, il reste
à vérifier que FQ/JQ ' SQ,k:

On a FQ(Q)/JQ(Q) = End(Q)×Q ξQ qui est un kOut(Q)-module trivial
[cf. Lemme 3]. De plus

∀ K p− groupe tel que|K| < |Q|, FQ(K)/JQ(K) = 0.

En effet, pour tout sous-groupe L de K ×Q, on a ((K ×Q)/L)×Q ξQ = 0.
Donc

FQ(K) = 0, si |K| < |Q|.
D’autre part, on a

k ⊗Z B(P ) = HomCk
(1, P )×1 End(1).

Sachant que End(1) est réduit à k, alors par le Lemme 1 k⊗ZB a un unique
sous-foncteur maximal J1,k défini, pour un p-groupe fini P , par:

J1,k(P ) = {u ∈ k ⊗Z B(P )|∀ϕ ∈ HomCk
(P, 1), ϕ×P u = 0}.

De plus (k ⊗Z B)(1)/J1,k(1) est le kOut(Q)-module trivial k. D’où (k ⊗Z
B)/J1,k ' S1,k.

Finalement, pour tout sous-groupe U de P , si X est un élément de k ⊗Z
B(P ), alors (

(1× P )/(1× U)
)
×P X = |U\X|.

Par suite

J1,k(P ) = {X ∈ k ⊗Z B(P )|∀ U sous-groupe de P, |U\X| = 0}.
D’où l’équivalence entre les deux formules de J1,k(P ). �
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2.1. Le cas des foncteurs simples SQ,k, avec |Q| ≥ p2. Soit K un
sous-groupe d’un groupe fini P , et N un sous-groupe normal de K, on dit
que (K,N) est une section de P . Soit H un autre groupe, on note ΣH(P )
l’ensemble des sections (K,N) de P telles que K/N ' H.

Rappelons la définition de deux sections liées (cf. [1], p. 685):
Soient K ⊃ N et L ⊃ M des sous-groupes de P , les sections (K,N) et

(L,M) sont liées, si

(K ∩ L) · N = K, (K ∩ L) · M = L, K ∩M = L ∩N.

On note BQ(P ) l’espace vectoriel sur k ayant pour base les classes de conju-
gaison par P de sections (K,N), éléments de ΣQ(P ). D’après ([1], p. 717),
dimkSQ,k(P ) est égale au rang de la forme bilinéaire sur BQ(P ) à valeurs
dans k définie par:

〈(K,N), (L,M)〉P = |{x ∈ (K\P/L)|(K,N) et (xL,xM) sont liées}|.

Proposition 2. Soient Q et P deux p-groupes finis tel que l’ordre de Q est
au moins p2, alors

FQ(P ) =

〈
P/R−

∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(S/R)

P/Z|(S,R) ∈ ΣQ(P )

〉

où FQ est le sous-foncteur défini dans Proposition 1.

Preuve. Soit (S,R) un élément de ΣQ(P ), alorsP/R− ∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(S/R)

P/Z

 = (IndP
S InfS

S/R ξS/R) ∈ FQ(P )

donc 〈
P/R−

∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(S/R)

P/Z|(S,R) ∈ ΣQ(P )

〉
⊆ FQ(P ).

Inversement, un générateur de FQ(P ) est de la forme (P ×Q)/L×Q ξQ, où
L est un sous-groupe du produit P ×Q, alors en utilisant la décomposition
de (P ×Q)/L puis en appliquant le Lemme 2 à (P ×Q)/L×Q ξQ, on obtient

(P ×Q)/L×Q ξQ = IndP
S InfS

S/RIsoQ
S/R ξQ = P/R−

∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(S/R)

P/Z

pour une section (S,R) convenable, d’où la proposition. �
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Lemme 4. Soit P un p-groupe d’ordre au moins p2, et M0 un sous-groupe
maximal de P , alors

FM0(P ) = JM0(P ) ⊕

〈
P/Z −

∑
|E/Z|=p

E/Z≺Z(P/Z)

P/E|(P,Z) ∈ ΣM0(P )

〉

et
dimkSM0,k(P ) = |{Z ≺ Z(P )|(P/Z) ∼= M0}|.

Preuve. Calculons dimkSM0,k(P ):
On a dimkSM0,k(P ) est égale au rang de la matrice suivante

I =
(
〈(K,N), (L,M)〉P

)
(K,N), (L,M) ∈ BM0

(P )

ou encore

I =
(
Ir A
tA O

)
.

On désigne par tA la matrice transposée de A, qui est obtenue par la restric-
tion de la forme bilinéaire de BM0(P ) aux sections [(P,U), (M, 1)], alors que
la matrice Ir est obtenue par la restriction aux sections [(P,U), (P, V )]. Il en
résulte que Ir est la matrice unité de rang r, où r = |{Z ≺ Z(P )|(P/Z) '
M0}|. La matrice O est quant à elle égale à la matrice nulle de rang le
nombre de sous-groupes maximaux de P isomorphes à M0, car

O =
(
〈(M, 1), (M ′, 1)〉P

)
(M,1), (M ′,1)∈BM0

(P )
.

On remarque que les coefficients de la matrice tA · A sont de la forme

λM,M ′ =
∑

(P,Z)∈ΣM0
(P )

Z 6⊂M
Z 6⊂M ′

1

où la section (M, 1) ∈ ΣM0(P ). Donc

λM,M ′ =
∑

Z≺Ω1(Z(P ))
Z 6⊂M
Z 6⊂M ′

1.

Or ∑
Z≺Ω1(Z(P ))

Z 6⊂M

1 =
∑

Z≺Ω1(Z(P ))

1−
∑

Z≺Ω1(Z(P ))
Z⊂M

1

≡ 0 (p)
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alors certainement ∑
Z≺Ω1(Z(P ))

Z 6⊂M
Z 6⊂M ′

1 =
∑

Z≺Ω1(Z(P ))
Z 6⊂M

1−
∑

Z≺Ω1(Z(P ))
Z 6⊂M
Z⊂M ′

1

≡ −
∑

Z≺Ω1(Z(P ))
Z 6⊂M
Z⊂M ′

1

≡ 0 (p).

Ainsi λM,M ′ ≡ 0 (p), et on trouve tA · A = 0.
Montrons ensuite que

rg I = r + rg (tA · A).

Associons respectivement aux matrices I et tA ·A, les applications k-linéaires
f et g. Considérons le vecteur T

T =
(
X
Y

)
∈ Ker(f).

Donc

I · T = I
(
X
Y

)
= 0.

On obtient le système suivant{
X +AY = 0

tAX = 0

qui est équivalent au système{
X = −AY

(tA · A)Y = 0.

Ainsi
dimkKer(f) = dimkKer(g)

par suite
rg I = r + rg (tA · A) = r.

D’où
dimkSM0,k(P ) = |{Z ≺ Z(P )|(P/Z) ∼= M0}|.

D’autre part, on a:

FM0(P ) = JM0(P ) ⊕

〈
P/Z −

∑
|E/Z|=p

E/Z≺Z(P/Z)

P/E|(P,Z) ∈ ΣM0(P )

〉
.
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En effet: soit

x =
∑

(P,Z)∈ΣM0
(P )

λZ

P/Z − ∑
|E/Z|=p

E/Z≺Z(P/Z)

P/E

 ∈ JM0(P ).

Fixons une section (P,Z0) ∈ ΣM0(P ) et appliquons DefP
P/Z0

à x. On a donc

DefP
P/Z0

(x) = 0, dans k ⊗Z B(P/Z0)

i.e.,

0 = λZ0

(P/Z0)/(Z0/Z0)−
∑

|E/Z0|=p
E/Z0≺Z(P/Z0)

(P/Z0)/(E · Z0/Z0)



+
∑

(P,Z′)∈ΣM0
(P )

Z′ 6=Z0

λZ′

(P/Z0)/(Z ′ · Z0/Z0)

−
∑

|E′/Z′|=p
E′/Z′≺Z(P/Z′)

(P/Z0)/(E′ · Z0/Z0)

 .
Dans cette égalité le terme (P/Z0)/(Z0/Z0) est unique, donc λZ0 = 0.
Comme la section (P,Z0) élément de ΣM0(P ), est arbitraire, on conclut
que x = 0. Par suite, dans FM0(P ) on a

JM0(P ) ∩

〈
P/Z −

∑
|E/Z|=p

E/Z≺Z(P/Z)

P/E|(P,Z) ∈ ΣM0(P )

〉
= {0}.

Or

dimkSM0,k(P ) = dimk(FM0(P )/JM0(P ))

= |{Z ≺ Z(P )|(P/Z) ∼= M0}|

ce qui prouve que

FM0(P ) = JM0(P ) ⊕

〈
P/Z −

∑
|E/Z|=p

E/Z≺Z(P/Z)

P/E|(P,Z) ∈ ΣM0(P )

〉
.

�
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Proposition 3. Soient P et Q deux p-groupes finis, tel que l’ordre de Q est
au moins p2, alors

FQ(P ) = JQ(P ) +

〈
P/R−

∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(Q)

P/Z|(NP (R)/R) ∼= Q

〉

⊇ JQ(P ) ⊕

〈
P/R−

∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(Q)

P/Z|(P,R) ∈ ΣQ(P )

〉

et on a

|{sous-groupes normaux R de P |(P/R) ∼= Q}|
≤ dimkSQ,k(P )

≤ |{classes de conjugaison de sous-groupes R de P |(NP (R)/R) ∼= Q}|.

Preuve. Soit (S0, R0) un élément de ΣQ(P ), montrons par récurrence sur
l’indice [P : S0], que le couple (S0, R0) vérifie la propriété P suivante:P/R0 −

∑
|Z/R0|=p

Z/R0≺Z(S0/R0)

P/Z

 ∈

JQ(P ) +

〈
P/R−

∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(Q)

P/Z|(NP (R)/R) ∼= Q

〉
.

Si |P/S0| = 1, alors R0 est normal dans P , par suite la propriété P est
vérifiée.

Soit (S0, R0) un élément de ΣQ(P ) tel que |P/S0| = pn+1. Supposons
que la propriété P est vérifiée pour les sections (S,R) ∈ ΣQ(P ) telles que
|P/S| = pn, et montrons que la section (S0, R0) vérifie aussi la propriété P:

Si S0 = NP (R0) alors la propriété P est vérifiée. Si S0 est un sous-groupe
propre de NP (R0), il existe un sous-groupe T de P tel que T contient S0, le
sous-groupe R0 est normal dans T et |T/S0| = p, alors par la Proposition 2
on a

y = (T/R0)/(R0/R0)−
∑

|Z/R0|=p
Z/R0≺Z(S0/R0)

(T/R0)/(Z/R0) ∈ FQ(T/R0).
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Et par le Lemme 4, on a

FQ(T/R0) = JQ(T/R0) ⊕〈
(T/R0)/(RT /R0)−

∑
|Z/RT |=p

Z/RT≺Z(T/RT )

(T/R0)/(Z/R0)|(T,RT ) ∈ ΣQ(T )

〉

donc

IndP
T InfT

T/R0
y =

P/R0 −
∑

|Z/R0|=p
Z/R0≺Z(S0/R0)

P/Z

 ∈ JQ(P ) +

〈
P/RT −

∑
|Z/RT |=p

Z/RT≺Z(T/RT )

P/Z, avec|RT /R0| = p et (T,RT ) ∈ ΣQ(T )

〉
.

On remarque qu’on est passé d’une section (S0, R0) de P telle que (S0/R0) '
Q à une autre section (T,RT ) de P telle que (T/RT ) ' Q, et |RT /R0| = p.
Comme |P/T | = pn, alors par hypothèse de récurrence on aP/RT −

∑
|Z/RT |=p

Z/RT≺Z(T/RT )

P/Z

 ∈

JQ(P ) +

〈
P/R−

∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(Q)

P/Z|(NP (R)/R) ∼= Q

〉
.

Ainsi la section (S0, R0) vérifie la propriété P, et on a

FQ(P ) = JQ(P ) +

〈
P/R −

∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(NP (R)/R)

P/Z|(NP (R)/R) ∼= Q

〉
.

On en déduit alors que

dimk SQ,k(P )

≤ |{classes de conjugaison de sous-groupes R de P |(NP (R)/R) ∼= Q}|.

Finalement montrons que dans FQ(P ):

JQ(P ) ∩

〈
P/R−

∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(P/R)

P/Z|(P,R) ∈ ΣQ(P )

〉
= {0}.
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En effet: soit

x =
∑

(P,R)∈ΣQ(P )

λR

P/R− ∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(P/R)

P/Z

 ∈ JQ(P )

vérifions que
λR = 0, ∀(P,R) ∈ ΣQ(P ).

Fixons une section (P,R) ∈ ΣQ(P ), et appliquons le foncteur DefP
P/R à x.

On a donc
DefP

P/R(x) = 0, dans k ⊗Z B(P/R)

i.e.,

0 = λR

(P/R)/(R/R)−
∑

|Z/R|=p
Z/R≺Z(P/R)

(P/R)/(Z ·R/R)



+
∑

(P,R′)∈ΣQ(P )
R′ 6=R

λR′

(P/R)/(R′ ·R/R)−
∑

|Z′/R′|=p
Z′/R′≺Z(P/R)

(P/R)/(Z ′ ·R/R)

 .
Dans cette égalité le terme (P/R)/(R/R) est unique, donc λR = 0. Comme
la section (P,R) est arbitraire dans ΣQ(P ), on obtient x = 0. Par suite

JQ(P ) ∩

〈
P/R−

∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(P/R)

P/Z|(P,R) ∈ ΣQ(P )

〉
= {0}.

Ainsi
dimkSQ,k(P ) ≥ |{sous-groupes R de P |(P/R) ∼= Q}|.

�

Corollaire 1. Soient Q et P deux p-groupes finis, tel que Q est d’ordre au
moins p2. Si tous les sous-groupes de P sont normaux (par exemple si P
est abélien), alors dimkSQ,k(P ) est égale au nombre de sous-groupes R de
P tels que P/R ' Q.

Preuve. Si tous les sous-groupes de P sont normaux, alors par la Proposi-
tion 3 on a

FQ(P ) = JQ(P ) ⊕

〈
P/R−

∑
|Z/R|=p

Z/R≺Z(P/R)

P/Z|(P,R) ∈ ΣQ(P )

〉
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et on conclut

dimkSQ,k(P ) = |{sous-groupes R de P |(P/R) ∼= Q}|.

�

2.2. Le cas des foncteurs simples S1,k. D’après ([1], 7.2.1), dimk S1,k(P )
est égale au rang de la forme bilinéaire sur k ⊗Z B(P ) à valeurs dans k qui
au couple (P/U, P/V ) associe

〈P/U, P/V 〉P = |U\P/V |.

Lemme 5. Soit P un p-groupe fini d’ordre p2, alors

k ⊗Z B(P ) = J1,k(P ) + 〈P/P, P/R avec|P/R| = p〉 .

Preuve. On a

k ⊗Z B(P ) = 〈P/P, P/R avec|P/R| = p, P/1〉.

Soit

x = P/1−
∑
R≺P

|P/R|=p

P/R.

Vérifions que pour tout sous-groupe K de P on a 〈P/K, x〉 = 0, i.e.,

|K\P/1| −
∑
R≺P

|P/R|=p

|K\P/R| = 0.

Il y a trois cas à envisager:

Cas 1. Si K = 1, alors

|1\P/1| −
∑
R≺P

|P/R|=p

|1\P/R| = |P | −
∑
R≺P

|P/R|=p

|P/R|

= 0 dans k.

Cas 2. Si K = P , alors

|P\P/1| −
∑
R≺P

|P/R|=p

|P\P/R| = 1− |{R ≺ P avec|P/R| = p}|

= 0 dans k.
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Cas 3. Si K = R0 avec |P/R0| = p, alors on a

|R0\P/1| −
∑
R≺P

|P/R|=p

|R0\P/R| = |P/R0| −
∑
R≺P

|P/R|=p

|P/(R0 ·R)|

= −
∑
R≺P

|P/R|=p
R 6=R0

|P/P |

= 0 dans k.

Donc x ∈ J1,k(P ), par suite

P/1 ∈
(
J1,k(P ) + 〈P/P, P/R avec|P/R| = p〉

)
d’où le lemme. �

Proposition 4. Soit P un p-groupe fini, alors

k ⊗Z B(P ) = J1,k(P ) + 〈P/P, P/R avec|NP (R)/R| = p〉
⊇ J1,k(P ) ⊕ 〈P/P, P/M avec|P/M | = p〉

et on a

|{sous-groupes R de P tels que|P/R| ≤ p}|
≤ dimkS1,k(P )

≤ |{classes de conjugaison de sous-groupes R de P

tels que |NP (R)/R| = p}|.

Preuve.
• On sait que

k ⊗Z B(P ) = J1,k(P ) + 〈P/P, P/R avec|NP (R)/R| = p〉.

En effet, soit P/R0 un élément de k⊗ZB(P ), montrons par récurrence
sur l’indice [P : R0], que la section (P,R0) vérifie la propriété P suiv-
ante:

P/R0 ∈
(
J1,k(P ) + 〈P/P, P/R avec|NP (R)/R| = p〉

)
.

Si |P/R0| = 1, i.e., R0 = P , alors la propriété P est vérifiée.
Soit P/R0 un élément de k ⊗Z B(P ) tel que |P/R0| = pn+1. Sup-

posons que la propriété P est vérifiée pour les sections (P,R) telles
que l’indice |P/R| est inférieur à pn, et montrons que la section (P,R0)
vérifie aussi la propriété P:

Si |NP (R0)/R0| ≤ p, alors

P/R0 ∈
(
J1,k(P ) + 〈P/P, P/R avec|NP (R)/R| = p〉

)
.
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Et si |NP (R0)/R| ≥ p2, alors il existe un sous-groupe T de P tel que
R0 est normal dans T et |T/R0| = p2. D’après le Lemme 5 on a

x = (T/R0)/(R0/R0) ∈
(
J1,k(T/R0)

+ 〈(T/R0)/(T/R0), (T/R0)/(M/R0) avec|T/M | = p〉
)

donc

IndP
T InfT

T/R0
x = P/R0 ∈

(
J1,k(P ) + 〈P/T, P/M avec|T/M | = p〉

)
.

On remarque qu’on est passé d’une section (T,R0) de P telle que
|T/R0| = p2 à deux autres sections de P : (P,M) et (P, T ) telles que
|M/R0| = p et |T/M | = p. Comme |P/M | = pn et |P/T | = pn−1,
alors par hypothèse de récurrence on a

P/M ∈
(
J1,k(P ) + 〈P/P, P/R avec|NP (R)/R| = p〉

)
et

P/T ∈
(
J1,k(P ) + 〈P/P, P/R avec|NP (R)/R| = p〉

)
.

Ainsi la section (P,R0) vérifie la propriété P, et on a

k ⊗Z B(P ) = J1,k(P ) + 〈P/P, P/R avec|NP (R)/R| = p〉.

Comme S1,k(P ) = k ⊗Z B(P )/J1,k(P ), il en résulte que

dimk S1,k(P )

≤ |{classes de conjugaison de sous-groupes R de P

tels que |NP (R)/R| = p}|.

• Dans k ⊗Z B(P ), on a

J1,k(P ) ∩ 〈P/P, P/M avec|P/M | = p〉 = {0}.

Soit x = λPP/P +
∑

M≺P
|P/M |=p

λMP/M

 ∈ J1,k(P ).

Alors, pour tout sous-groupe K de P on a 〈P/K, x〉 = 0, i.e.,

(♣) λP |K\P/P |+
∑

M≺P
|P/M |=p

λM |K\P/M | = 0.

En particulier pour K = 1, l’égalité (♣) devient

λP |1\P/P | = 0.
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Donc λP = 0, et par suite

x =
∑

M≺P
|P/M |=p

λM · P/M ∈ J1,k(P ).

Appliquons l’égalité (♣) pour le sous-groupe K = P , d’où

(♠1)
∑

M≺P
|P/M |=p

λM = 0.

Fixons un sous-groupe M0 de P tel que |P/M0| = p, alors en appli-
quant l’égalité (♣) pour le sous-groupe K = M0, on obtient

(♠2)
∑

M≺P
M 6=M0
|P/M |=p

λM = 0.

En faisant la différence (♠1 − ♠2), on tire: λM0 = 0. Puisque M0 est
arbitraire, alors x = 0, et par suite dans k ⊗Z B(P ) on a

J1,k(P ) ∩ 〈P/P, P/M avec|P/M | = p〉 = {0}.

Il vient donc

dimk S1,k(P ) ≥ |{sous-groupes R de P tels que|P/R| ≤ p}|.

Ce qui achève la démonstration de la proposition.

�

Corollaire 2. Soit P un p-groupe fini. Si tous les sous-groupes de P sont
normaux (par exemple si P est abélien), alors dimk S1,k(P ) est égale au
nombre de sous-groupes R de P tels que |P/R| ≤ p.

Preuve. Dans le cas où tous les sous-groupes de P sont normaux, alors par
la Proposition 4 on a

k ⊗Z B(P ) = J1,k(P ) ⊕ 〈P/P, P/M avec|P/M | = p〉

ce qui donne

dimk S1,k(P ) = |{sous-groupes R de P tels que|P/R| ≤ p}|.

�
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