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In a previous article we showed how one can see the classical
result on existence and uniqueness of a fundamental set of
factorial series solutions of a regular difference system as the
limit, when g tends to 1, of analogous results for a g-difference
system obtained by some kind of deformation. We extend here
this property to singular-regular (or Fuchsian) systems.

Introduction

I1 est bien connu qu’une équation aux g¢-différences (resp. aux différences de
pas €) dégénere en une équation différentielle lorsque ¢ — 1 (resp. € — 0)
et que ce phénomene se traduit au niveau des solutions. Cette confluence,
étudiée de longue date, a été reprise récemment dans le cas des g-différences
par J. Sauloy qui en propose une théorie précise et complete dans [7].
L’étude parallele du cas différence n’est pas faite et semble plus difficile.
C’est un autre type, probablement plus abordable, de confluence que nous
envisageons ici, la dégénérescence d’une équation aux ¢-différences en une
équation aux différences. Il s’agit dans les deux cas d’une équation fonction-
nelle construite a partir d’'une homographie, a deux points fixes dans le pre-
mier cas, un seul dans le second cas. Dans [1] nous abordions, dans I’esprit
de [7], le cas régulier. Nous y montrions comment on peut voir le classique
théoreme d’existence et d’unicité d’un systeme fondamental de solutions dé-
veloppables en séries de factorielles convergentes et a valeur prescrite en
+oo comme limite, lorsque le parametre réel ¢ tend vers 17, de résultats
analogues pour un systéme aux ¢-différences qui en est une déformation
convenable. Nous étudions ici le cas d’un systeme aux différences singulier-
régulier (ou fuchsien) au sens de [3] ou [6]. Nous utilisons en particulier une
famille de “caracteéres” inspirée de celle qu’utilise J. Sauloy ([7]) dans le cas
g-différence.

Indiquons le plan de l'article. Dans un premier paragraphe, nous rap-
pelons ce qu’on entend par systeme aux différences fuchsien puis indiquons
comment le déformer en un systeme aux g-différences également fuchsien.
Le deuxieme paragraphe est consacré au cas d’un systeme a coefficients con-
stants. On y définit en particuler une famille de caractéres méromorphes
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dans C. Le dernier paragraphe montre enfin comment modifier et utiliser
les résultats de [1] pour ramener le cas fuchsien au cas constant.

1. Le cadre de ’étude

A I'homothétie o4(x) = gz est associé 'opérateur aux g-différences oy (f)(z)
= f(qx). Si on remplace o, par 'homographie 041 (z) = gz +1 puis que I'on
fait tendre ¢ vers 1, on obtient la translation de pas 1, 7f(x) = f(z + 1).

L’homographie 0,1 a, comme o, deux points fixes et une équation fonc-
tionnelle faisant intervenir o, 1 peut étre transformée en une équation aux
g-différences par un changement homographique de la variable. L’un des
deux points fixes de o, est situé en 1/(1—¢q) et conflue, lorsque ¢ — 1, vers
lautre, situé en oco.

On peut alors étudier les solutions d’un systeme aux différences linéaire

(%) X(x+1)=Ax)X(x)

ou A(z) est une matrice carrée de dimension p et X un vecteur de dimension
1, a partir de celles d’'une déformation

(*)q X(gz +1) = Ag(2) X (2).

La forme de Ay(z), vérifiant lim, .1 A4(z) = A(z), est précisée au para-
graphe 1.2, apres un paragraphe de rappels concernant les systémes aux
différences singuliers réguliers (ou fuchsiens) en +oo.

1.1. Systéme aux différences fuchsien en +oo. La terminologie choisie
est inspirée de celle du cas différentiel. Le parallélisme entre les deux théories
est frappant si 'on utilise 'opérateur (z—1) A1 oll

A f(a) = f(@) ~ fz— 1)

et les séries de factorielles dont nous rappelons la définition.

On choisit une norme sur C* et une norme compatible sur gl(u, C), c’est-
a-dire que I'on impose, pour A € gl(u, C) et U € CH, la condition ||AU|| <
IA[U]]-

Définition 1.1. Pour tout entier s > 0, on pose
1
=l az+1)-(z+s-1)
1 si s = 0.
Soit A(z) = o0 Asz ¥ ot As € gl(u, C) (resp. As € CH) une série de
factorielles (formelle). Si C' > 0 et A > 0 sont fixés, on dit que la matrice

(resp. le vecteur) A(z) vérifie la condition (C,\) lorsque pour tout s > 1,

'A+s—1)
< - @7
on a ||A4s]| < C T

sis>1
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La condition (C, \) assure la convergence (absolue) de la série A(x) dans
le demi-plan Rz > A. Sa somme est alors une fonction holomorphe dans
le demi-plan de convergence. Toute fonction holomorphe a infini admet
un développement en série de factorielles convergente dans un demi-plan
Rz > 0, mais la réciproque est fausse.

Définition 1.2. Le systeéme (*) est dit “de premiere espece” s’il s’écrit
(%) (x—1) Al X(x) = A(z) X (z).
ou A(z) vérifie une condition (C, \).

Le résultat suivant est classique ([6] ou [3]).

Proposition 1.3. Un systéme de premiére espéce admet un systeme fonda-

mental de solutions de la forme X(x) = F(z)z® ot R est une matrice con-

stante, F(x) = Z Fox™ B wérifie une condition (C,\) et Fy est inversible.
s>0

Comme dans le cas différentiel, un systéme (x) peut avoir un systéme
fondamental de solutions de la forme précédente sans étre de premiere espece.
On dit alors que (x) est fuchsien en 400.

Notons gl(u,K¢) I'anneau des matrices qui s’écrivent A(x) = Ai(x) +
Ay (z) ot Ag(x) vérifie une condition (C,\) et A;(x) est un polyndome sans
terme constant, a coefficients dans gl(u, C). On note GL(u, Ky) le groupe
des éléments inversibles de gl(u, Ky).

Définition 1.4. Soit A(z) € gl(u, Kf) et T'(x) € GL(1, Kf). On définit
AT(2) =T (x — 1)_1(A(x)T(x) — (z—1) _Al T(z)).

Les systemes de matrice A(z) et B(x) sont dits K-équivalents s'il existe
T(z) € GL(1,Ky) telle que B(z) = AT ().

Cette définition traduit le fait que X (x) = T'(z)Y (z) est une solution du
systeme (x) de matrice A(z) si et seulement si Y (z) est une solution du
systeme (x) de matrice AT ().

On vérifie que, si T1, Ty € GL(u, Ky), ATT2(g) = (ATl)T2 (x) et que, si
T € GL(p, C), alors AT (z) = T~*A(z)T.

Toujours de facon parallele au cas différentiel, le résultat classique qui suit
([6]) montre qu’il suffit d’étudier le cas d’un systéme de premiere espéce.

Proposition 1.5. Le systéme (%) est fuchsien en +o0o si et seulement s’il
est Ky-équivalent a un systéme de premicre espece.

Le systeme fondamental de solutions indiqué dans la proposition 1.3 fait
intervenir & coté des séries de factorielles les mémes “caracteres”, z* et In x,
que ceux que l'on utilise dans le cas différentiel. Pour un opérateur aux
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g-différences J. Sauloy a remarqué qu’il était possible d’utiliser des fonc-
tions méromorphes dans C*, donc sans monodromie. Nous reprenons cette
idée pour les équations aux différences et indiquons au paragraphe 2 com-
ment résoudre un systéme (x) de matrice constante en utilisant des fonctions
méromorphes dans C, définies a partir de la fonction I' et qui sont limites
lorsque g — 1 de celles utilisées dans [7].

1.2. Choix de la g-déformation. Le cas régulier correspond a un syteme
de premiere espece pour lequel Ay = 0. Ce cas est étudié en [1] en supposant
que g est un réel > 1. Le choix de g réel est probablement technique mais
c’est seulement sous cette hypotheése que nous avons obtenu les résultats que
nous réutiliserons ici. C’est pourquoi dans toute la suite on suppose ¢ > 1
et on pose p = 1/q.

Guidé par le cas régulier, lui-méme inspiré de la confluence de

o) 102110

vers df /dx quand ¢ — 1, on déforme (%) en un systéme de I'un des deux
types suivants.

e Dans le plan des z, on considére un systéeme
X(pz — p) - X(2)
(p—Dz—p
ou Ay(z) est une série de factorielles miztes, c’est-a-dire une série

Ag(w) =" As(g)el? (@)

s>0

(*)q p(x —1) = Ay(2) X (2)

avec As(q) € gl(p, C), e(()q)(x) =1let,sis>1,
1
(@D () =
e (r) = .
SO = T D@ ) @ =1y
Dans cette formule, on a utilisé la notation de Jackson
_r-1

Une condition suffisante de convergence est (voir [1]) l'existence de M > 0
et A > 0 tels que pour tout s > 0, || As(q)|| < M/el®(\). La série converge
alors dans le domaine

1 1
rT—— > A= —.
l—q l—q
Remarquons que 'homographie o, _,(x) = pzr — p qui intervient dans (%),
est I'inverse de oy 1.
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e Dans le plan des ¢ défini par le changement de variable (homographique)
x = (t—1)/(¢—1), ce qui revient & normaliser I’'homographie o1 en oy, le
systeme (%), se transcrit en

(*)q (pt = 1)3,Y (1) = A(1)Y (1)
sionaposé Y(t) =X (;:i)

Cette fois ﬁq(t) est une série de g-factorielles, c’est-a-dire une série

avec (t;q)o = 1 et, pour s > 1,

(ta)s = (1 =1 —qt)--- (1 - 't).

Les séries de g-factorielles sont étudiées dans [1] ou il est constaté qu’elles
sont une autre facon d’écrire les séries convergentes a 'infini. La confluence
s’obtient en faisant le changement de variable ¢t = ¢* de sorte que = = [u],
et que 'application définissant le changement de variable du plan des x vers
celui des u tend vers l'identité.

2. Systéme constant

On étudie dans ce paragraphe le cas du systéme

() (2-1) A X(z) = AX(2)

ou A € gl(u, C), que 'on déforme, selon la premiere possibilité, en

X(pr —p) — X(x)
(p—1Dx—p

(*)q p(z —1) = Alg) X(x)

ou A(q) € gl(p, C) sera précisée ci-dessous et vérifiera lim,_.; A(q) = A.
On peut aussi écrire I'équation ()4 sous la forme

(s X(r) = (Bl@) - - A@)) X(gz +1)

avec B(q) = I, — (¢ — 1)A(g) qui est une matrice inversible si ¢ est assez
proche de 1.

On traitera successivement le cas ou la matrice A est semi-simple, le cas
ol elle possede un seul bloc de Jordan et enfin le cas général.
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2.1. Cas semi-simple. Remarquons d’abord que, lorsque u = 1, 1’équa-
tion (%) est ’équation des caractéres :

(e=1) A f(x) = af (x)

ol a € C. Le cas oll « est entier est étudié dans [1]. On la déforme en (%),
avec A(q) = —[—alq. On est ainsi conduit & utiliser la déformation suivante
d’une matrice semi-simple.

Définition 2.1. Soit A € gl(u, C) une matrice semi-simple. On note S €
GL(u,C) et aq, - - -, oy, des nombres complexes non nécessairement distincts
tels que A = S~ diag (o, -+, ay) S.

Pour ¢ # 1, soit S(¢q) € GL(y, C) telle que lim,_,; S(q) = S. On appelle
systeme g-déformé du systeme (x) le systeme (%), de matrice

A(q) = S(q)™" diag (—[~aulg, -, —[~aulq) S(a).
La matrice B(q) intervenant dans la forme (x), est alors

B(q) = S(q)~ " diag (¢, -+, ¢"**) S(q)

qui est inversible pour tout ¢ assez proche de 1.

Avant d’étudier le systeme (x)4, nous commencons par quelques rappels
classiques ou tirés de [7].

Soit @ € C. Une fonction z(x) est solution de 1’équation

)
( ‘“) 2(gz +1) = ¢ =(a)

x
si et seulement si la fonction g(t) = (—) vérifie
(0) (t—q%)g(qt) = ¢*(t = 1)g(t).

Puisque limy_,¢®(t—1)/(t—¢%*) = 1, le point 0 est un point régulier pour
Péquation (¢) qui admet la solution méromorphe sur C :

_ (ptp)eo
0= Gt
ot (§;p)os = [[(1 = p"¢) pour ¢ € C.
k=0

Rappelons que la fonction entiére (&;p)s vérifie la relation fonctionnelle

(@65 P)o0 = (1 = ¢€) (& 1) o

et s’annule aux points £ = ¢, n € N.

Si o € Z, la fonction g,(t) a des poles simples aux points ¢t = ¢"*2,
n € N* et des zéros simples aux points t = ¢"", n € N*.

Si «v est un entier positif, g, est le polynome (1 — pt)(1 —p?t)--- (1 —p*t)
et si a est un entier négatif ou nul, g,(t) = 1/(¢;q)—a
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On peut aussi étudier (¢) en considérant le point co qui est singulier
régulier puisque tlim ¢“(t—1)/(t—q) = ¢“ € C".
—00
Suivant [7], la solution méromorphe dans C*, obtenue “en partant de
Pinfini”, est g (t)p(t) ou ([7] p. 1060)

p(t) = ey o (}) 4*Oq(q" 1)

t/ O4(t)
ou O, est la fonction de Jacobi définie par

_n(n-1) n
Oq(t) = Z( D'q 2t
nez
et ol, pour ¢ € C*, e.(t) = Gi"c@t).

1 1
La fonction de Jacobi vérifie ©,, (Z) = —¥®q(t) et donc

_0704(1)04(a™) _ a* (=) _ |
O4(1)04(%-) (—%)
Autrement dit g, (t) est aussi la solution obtenue & partir du point oo.
En posant t = ¢“, et donc z = [u],, on a

p(t)

arp(l + oy — u)
Ip(1 —u)

ou I', est la fonction gamma p-analogue de Jackson ([5] par exemple).

9a(q") = (1 —p)

1
Lemme 2.2. Soit a € C, q un réel > 1 et p=—. On pose
q

'l+a—2x)

G

et

(1-p)z +p;p)
(r*((1=p)z +p)ip)
Ces fonctions sont méromorphes sur C et vérifient

fa@) = (1= 2) fale + 1),
29 (z) = <q0‘ + [_j]q> 2D (qz +1).

Uniformément sur tout compact de C\ {pdles de fo}, on a

li @ (z) = £.,(z).
Jim, 25 (7) = fa(@)

AD (@) = (1-p)°

L
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Preuve. On sait ([5]) que lorsque p — 17, la fonction I', tend vers la fonction
I', uniformément sur tout compact de C\ —IN. Or

2 (z) = (1=p) “ga((a— D +1)

et le facteur de normalisation est choisi pour que la limite existe. Les autres
affirmations sont claires. O

Remarquons que, si o € Z, f, a des poles simples aux points x € o + N*
et des zéros aux points x € N*. Si a est un entier > 0, f, est le polynéme
(1—x)(2—x)--- (o —x) et si o est un entier négatif ou nul, f,(z) =z~

Avec les notations de la définition 2.1 et en remarquant que, si X (z) est
solution de (%), et donc de (x),, la j-ieme composante du vecteur Z(z) =
S(q)X (z) vérifie 'équation

1 .
(1= —lagly)2laz +1) = 4 2(x)
a laquelle on applique le lemme 2.2, on obtient le résultat suivant.

Proposition 2.3. Soit A € gl(p,C) une matrice semi-simple et (x)g, un
sytéme q-déformé du systéme (x) de matrice A. Avec les notations du lemme
2.2, la matrice

£ (x) = S(g)~" diag (20 (2),--, 280 (x))

9 O[H
est méromorphe dans C, a poles simples appartenant a U?Zl[ozj +N*,. Elle
constitue une matrice fondamentale de solutions de ().

Lorsque ¢ — 17T, 5('1)(3:) converge, uniformément sur tout compact de
C\ U?:l(aj + N*), vers la matrice

E(z) = S diag (fa, (), -, fom(x))
qui est une matrice fondamentale de solutions du systéeme (x), constituée de
fonctions méromorphes dans C, a poles simples appartenant d U7:1(aj+N*)-
Si aj € 4, la demi-ligne de poles correspondante est absente si aj > 0 et
remplacée par un ensemble fini de —aj points si a; < 0.

2.2. Cas d’un seul bloc de Jordan. On suppose maintenant que p > 2
et A= al,+ N, ou I, est la matrice identité et N, la matrice nilpotente :

o1 0 --- 0
o0 1 - 0
N, = . .
: 0 1
o0 --- 0 0

de sorte que pour tout entier k, N Zf = 0 si et seulement si k > pu.
Pour obtenir un systeme fondamental de solutions du systeme

(1-1) A X(2) = (o, + N,)X ()
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on utilise des “logarithmes” associés & la famille f,(z) de caracteres définie
au paragraphe précédent. Il s’agit ([2]) de la suite de fonctions définie pour
k € N par

ott I'®) désigne la dérivée k-ieme de la fonction I'. Cette suite de fonctions
vérifie Yy(x) = 1 et, pour tout k € N*,

(z=1) A () = (@),
Une translation de la variable conduit au lemme suivant.

Lemme 2.4. Pour o € C et k € N, posons ¥y, o(v) = Yr(x — «). Alors,
pour tout k > 1,

Pz +1) = pa(z) = —

r—«

1/%71,04 (x + 1)
et la matrice

L Y1a(®) Y2a(®) - Yu-1a()
0 1 Via(x) -0 Yu24()

Eu,a(x) = fa(x)

: 1 P1,0(x)
0 0 , 0 1

est un systeme fondamental de solutions du systeme

(z—1) él X(z) = (aly+ Ny)X(x).

On déforme A en A(q) = —[—alqsl, + palq)N, o hr{l+ valq) = 1. Le
q—)

vecteur V (z) défini par I'égalité X (z) = 29 (x)V(x) vérifie ’équation

(¢ — Dwale)((¢—1)z +1)
¢ ((¢—Dz+1) -1

En choisissant ¢,(q) = ¢ “Ing/(g—1) et en posant z = [u], et G(u) =
V([ulq), on obtient I'équation

V(z) = <IM - Nu> V(gz +1).

G(u) = ([u - 1_lnq(i_uNu> G(u+1).

Or, on a le résultat suivant (]2]).

Lemme 2.5. La suite de fonctions définie pour k € N par

(—=1)fIn*q [ d Inc
Lp(u) =~ 4 (@ p (2
() KIT,(1—u) \dcF p( " lnq) o
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vérifie Lo(u) =1 et pour k € N*,

Ing
1—q ¥
Preuve. La famille de fonctions définie pour ¢ voisin de 1 par

I’p(l—u—%ﬁ—g)

Lp(l —u)

Lk(u + 1) — Lk(u) =

kal(’u, + 1)

ge(u) =

vérifie g1 (u) =1 et

(cq" = 1)ge(u+1) = (¢" — 1)ge(u)
qui traduit la relation fonctionnelle de la fonction I'). En dérivant k fois

cette relation par rapport & ¢ puis en donnant & c la valeur 1, on obtient le
résultat annoncé. O

On déduit de ce lemme le résultat suivant.

Proposition 2.6. Posons
~ In(1+ (¢g—1)x)

ug () g t f,(cqi(x) = L, (uq(z) — a)
La matrice
LG @) e 40 (e
0 1 Kg()l(x €l(lq227a x
L (@) = 20 (x) :
L 40)
0 0 0 1
constitue un systéme fondamental de solutions du systéeme
p(z — 1)X(]z;_f))x_);(x) = (‘[_O‘]qfu +q° qhiql Nu) X(x)

Ajoutons que pour tout compact K de C, il existe un réel qx > 1 tel que si
e Ketl<q<qg alors [(¢—1)z| < 1. La fonction uy(x) est alors bien
définie et holomorphe au voisinage de K et E;{L(x) est méromorphe dans
C, a poles d’ordre < p appartenant a [a + N¥],.

Pour étudier le comportement a la limite, on peut comparer cette famille
de “logarithmes” a une autre famille, pour laquelle le passage a la limite est
classique ([2]).

Lemme 2.7. La suite de fonctions définie pour k € N par

~ 1 d* Ip(l—u+c)
Li(u) = (dckrpu—u>>y 0



¢-DIFFERENCE VERS DIFFERENCE 231

vérifie Lo(u) =1 et pour k > 1,

~ ~ 1 (_1)j—1 o
L(w+1) = Le(w) = 7= D ——7— g Lu(u+ 1),
j=1
De plus
lim Lg(u) = g (u)
g—1t
uniformément sur tout compact de C\ N*.

Le lemme suivant donne le lien entre les fonctions Lj et Ek

Lemme 2.8. On a Li(u) = Ly (u) et, pour k > 2,
Li(u) = Li(u) + > _ ar,;In/ q Ly (u)
j=1
ou les ay ; sont des nombres rationnels indépendants de q.

Preuve. On dérive k fois par rapport a A la relation
In A
Fp <1—U—1nq> :Fp(l_U‘i‘C)OC()\)
ou la fonction ¢(\) = —In\/Ingq vérifie ¢(1) = 0 et, pour k > 1,
~1)F(k —1)!
hyq) = Dk =11

La relation entre les dérivées est du type

k .
dk In A d’ I (k—5+1)
DELP <1—“—lnq) :;dcjrp(l—u+C)Pj(CaC yree, eI
ou P; est une somme a coefficients entiers positifs de termes de la forme
(Y ()r2 .. (eF =D -1 yérifiant

ny+ng+ - Ng—j1 =3 et n1+2n2+'~+(k—j+1)nk_j+1 = k.
Le résultat s’obtient en donnant a A la valeur 1. U

q)

Corollaire 2.9. Lorsque ¢ — 17, la fonction Kéa(x) converge vers VY. q,

uniformément sur tout compact de C\ (o + N*).

La proposition suivante dresse le bilan du cas ou il y a un seul bloc de
Jordan.

Proposition 2.10. Soit « € C et A = al, + N, avec pn > 2. Posons

o 1Ing
qg—1

Alq) = —[=alely +q~ Ny
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La matrice L}(g?} (z), définie dans la proposition 2.6, est méromorphe dans C,
a poles d’ordre < p et appartenant a [ + N*],. Elle constitue une matrice
fondamentale de solutions du systéme

o= )T BT i) X(a),

q)

Lorsque ¢ — 17, la matrice E,(ha(:c) converge, uniformément sur tout com-
pact de C\ (o + N*), vers la matrice L, o(x), définie dans le lemme 2.4.
C’est une matrice fondamentale de solutions du systéme

(1-1) A X(2) = (al, + N,) X(2)

constituée de fonctions méromorphes dans C, a péles d’ordre < u et appar-
tenant a o + N*.

2.3. Cas général. La mise en commun de ces briques de base conduit au
théoreme suivant dans lequel on utilise les notations du lemme 2.4 et des
propositions 2.3 et 2.6.

Théoréme 2.11. Soit A € gl(p, C). Il existe S € GL(u, C), des complezes

a1, -, 0 et des entiers naturels non nuls py,-- -, py tels que 22:1 i = [
et A= S Vdiag (AW, ... AU)S on, pour j=1,---,r,
A6 _ ) stp; =1,
ajly, + Ny, sipj; > 2.

Soit (S(q))g>1 une famille de matrices appartenant a GL(u, C) vérifiant
lim S(q) = S. Posons

q—1t
A(q) = S(q)~* diag (A (q),- -, A" (q)) S(q)
o, pour j =1,---r,
—[—aylq si pj =1,

—o. Ing )
“leulalis + 0 T Ny s 2 2

Alors la matrice
() = S(a) ™ diag (£ (). £ (@),
ot Séj)(a:) = z(()g.)(x) sty =1 et Eq(j)(x) = EL%.),aj (x) si p; > 2, constitue
une matrice fondamentale de solutions du systéeme
X(pz —p) — X(x)
—1
S P

= Alq) X().

La matrice 51(4(1) (x) est formée de fonctions méromorphes dans C dont les
poles appartiennent a | Jj_,([ey]lq + N*). Un péle de la forme k + [a;]g est
d’ordre < pu;.
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Lorsque q — 17, la matrice Silq)(x) converge, uniformément sur tout
compact de C\ Uj_,(a; + N¥), vers la matrice

Ea(z) = S~ diag (EW(z),---,EM ()

ot EU) = fo;(x) sipj =1 et W) = Lyja;(w) sipj > 2. La convergence
est uniforme sur tout compact de C\ U§:1(aj +N*). Sia;€Z et pj =1,
la ligne de poles correspondante est absente si oy > 0 et remplacée par un
ensemble fini de —a; points si aj < 0. La matrice Ea(x) est une matrice
fondamentale de solutions du systéme

(z—1) _Al X(z) =AX(x)

constituée de fonctions méromorphes dans C dont les pdles appartiennent a
Uj=1(ey + N*). Un péle de la forme k + o est d’ordre < p;.

3. Systeme de premiére espéce

On établira au paragraphe 3.1 qu'un systéme (%) de premiere espece de
matrice A(x) est Ky — équivalent au systeme de matrice constante Ay =
A(o0) lorsque celle-ci est non résonnante. Nous rappelons la définition de
ce mot et le résultat, établi par exemple dans [3], qui permet, par une
transformation polynomiale en 1/x, de regrouper toutes les valeurs propres
différant d’un entier en une seule valeur propre multiple.

Définition 3.1. Un systeme (z—1) A X(z) = A(z)X(z), dont la matrice
A(z) = 350 Aszl¥) est une série de factorielles convergente, est dit non
résonnant si les différences de deux valeurs propres distinctes de la matrice
Ag ne sont pas entieres.

Proposition 3.2. Appelons aq,---,a, les valeurs propres distinctes de la
matrice Ag. Il existe une transformation T(x) = Ty + (1/x) T1, ou Ty et Ty
sont des matrices constantes, telle que, si g(x) = AT (x), les valeurs propres
de KO sont a1 + 1, a0, -+, Q.

Nous supposons donc dans la suite que le systéeme (x) est de premiere
espéce et non résonnant. Remarquons qu’alors, si Ag(q) est la déformation
de Ap définie dans le théoreme 2.11 et si ¢ est assez proche de 1, le quotient
de deux valeurs propres distinctes de la matrice

Bo(q) = I, — (¢ — 1)Ao(q)

n’appartient pas a g¢Z.

Ce dernier paragraphe est composé de deux parties. Dans la premiere
nous établissons que tout systéeme non résonnant est équivalent au systeme
constant de matrice A(co). La deuxiéme partie traite le méme probléme
pour le systeme g-déformé et donne un théoreme de confluence.
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3.1. Solution canonique dans le cas non résonnant. On établit tout
d’abord la proposition suivante qui généralise celle établie dans [1] dans le
cas régulier.

Proposition 3.3. Soit (x) un systéme non résonnant vérifiant la condition
(C,N\). On suppose que 0 est valeur propre de Ag. Pour tout vecteur Uy
appartenant au noyau de Ay, le systéeme (x) admel une unique solution
formelle X () = Up+ 3 .o, Xsa ™5\ De plus, si b= sup,, H(SIM + Ao) 7],
X (z) vérifie la condition (bC|Upl|, A+ bC). En particulier X (z) converge
pour Rx > A+ bC.

Preuve. Si X(x) = Uy + ZXSI'_[S] avec Xg € C™, alors
s>1
_ - _ —[s]
(z—1) él X(x) ;SXSI'

D’autre part

A@X(@) = Aol + 3 (Ao 4 A+ Y e

s>1 (4 ,b,k)EJs

AX4> 5],

Puisque AgUy = 0, le probleme formel équivaut a la liste de relations, pour
s>1:
(sl + A) X, + AlUp+ > VA X, =0
(4:£ k)er
ot J1 =0 et pour s >2:
Js={j+l+k=s5j>10>1k>0}
et
o _ k=D + k1)
B R G =D (= 1)
Ces relations définissent de maniere unique les X par récurrence puisque,
pour tout s > 1, la matrice sI, + Ag est inversible.
On pose ug = ||Up]| et pour s > 1, a5 = ||As|| et & = || Xs||. Par hypothese
la série > . asz™'* converge pour Rz > X. Notons a(z) sa somme.
La suiteﬂ((s[u + Ag) 7| tend vers 0 quand s — oo et donc b est fini. Le
fait que les ¢ sont positifs permet d’obtenir la suite d’inégalités valables

pour s > 1,
gs < b<a5u0 + Z a]fﬂ)

(LK) E s

Par récurrence on définit £; = bajug et, pour s > 2,

§ = b<asuo + Z Cie aj££>
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de sorte que 0 < & < €, pour s > 1. Notons x(z) la somme (au moins

formelle) de la série Z £,27 5. Elle vérifie 'équation
s>1

_bz<asu0+ T e

s>1 (jék)GJs

b 55) 61 = b(uga(x) + a(z)x(x))

ou encore
bupa(x)

x(@) = 1 —ba(z)

La proposition 2.1 de [1] fournit alors le résultat. O

Théoréme 3.4. Soit (x) un systéme non résonnant. Il existe une unique
transformation formelle tangente a l'identité

x) =1, + Zstf[s}
s>1
telle que A¥ (x) = Ag. De plus F(z) vérifie une condition (C', \') et converge
donc dans un demi-plan Rx > 0.

Preuve. Etablissons d’abord Dexistence d’une unique série formelle F(z) =
I, + 3 o, Fso~ o vérifiant 1'égalité

(%) A(z)F(z) — (x—1) él F(z)=F(z —1)A,.

D’une part,

(2-1) A F(z) ==Y sFal

s>1
et d’autre part, en utilisant la classique formule de translation, on a

s—1
Flz—1)=1, —i—Z(F—l—s—l'Z i >x[sl.
k=1

s>1

Pour M, N € gl(p, C), notons @y, x I'endomorphisme défini sur gl(p, C) par
Oy n(U) = MU —UN. L’équation (x) équivaut alors a la liste de relations

D 4g+1,,40(F1) = —A1
et pour s > 2,

s—1

F A
q)A()—f—sIH AO( ) = _A + ' Z k 0 — Z C‘(fg)Ang
= (j,4,k)E s

Dans le cas non résonnant, pour s > 1, les matrices Ag + s, et Ay n’ont
pas de valeur propre commune et ® 4,457, 4, est un isomorphisme. On en
déduit par récurrence I’existence et 'unicité de la suite (F).
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Pour établir la convergence de cette série de factorielles, on interprete (x)
comme un systeme de dimension p? auquel on peut appliquer la proposition
3.3. Pour cela on remarque que (x) s’écrit aussi

A —
(x—1) _Al F(z) = (A(z)F(x) — F(z)Ap) (Iﬂ T _01> 1

= (AOF(a:) — F(z)Ao+ ) ASF(:c)x[s]>

s>1

X (IN+ZA0(A0+IM) (Ao + (s —1)I,)z —[8]>

s>1
= ZAS(F )zl
s>0

ot Ay est la suite d’opérateurs linéaires définis sur ’espace vectoriel gl(u, C)
par Ag(U) = AgU — U Ap, A1(U) = AU + (AgU — U Ap)Ag et pour s > 2,

As(U) = AU + (AU —UAg)Bs+ Y ﬂA UB,

(j,0,k)E TS

ol on a posé, pour s > 1, By = Ag(Ag+1,) -+ (Ao + (s — 1)1,,).

L’opérateur Ag admet 0 pour valeur propre et U = I, est un vecteur

propre pour cette valeur propre. L’hypotheése de non résonnance implique
qu’aucun entier non nul n’est valeur propre de Ayp.

D’autre part, si A(z) vérifie la condition (C, \) et si ag = ||Ao||, la norme
de l'opérateur A se majore par
FA+s—1) ao+s k)F ag+j) F'(A+¢-1)
Ki=C——FF—+42a C
s Iy " Tag) Z ()

En exprimant que les séries de factorlelles obtenues en développant les

deux fonctions Nl Nl
%Al o At
r—A Tz —ag—1

sont inverses I'une de l'autre, on obtient la formule ([1] p. 343)
wT(ao+7) T(A+£—-1) T(ag+s) TA+s—1)

ap—A+1 c: _
“ )(M%:GJS Mo +1) T T(ag+1) T(\)

On en déduit :

1-X I'(A+s—-1)
ap+1—-X r'(\)

C )F(ao+s)
0+1—)\ F(ao) ’

En posant X = max()\ ap+ 1), on prouve l'existence d’une constante C>0

K,=C +(2a0+

telle que K < CI‘()\ + 5 — 1)/I‘( ), ce qui permet d’appliquer la proposi-
tion 3.3. O
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Le systeme (x) admet donc un systéme fondamental de solutions de la
forme F(z)Ea,(x) ot F(x) est I'unique solution de A (z) = Ag telle que
F(oco) = I, et £44(x), défini dans le théoreme 2.11, dépend de la forme
normale de Jordan Jy de Ap mais aussi du choix d’une matrice S conjuguant
Ap & Jy. La forme normale Jy est unique lorsqu’on a fixé 'ordre de ses blocs
et la matrice £;,(x) est alors clairement définie. On va voir que (x) admet
un systeme fondamental de solutions indépendant du choix de la matrice S.
Cette propriété repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme 3.5. Soit S € GL(u, C). La matrice F(z)S™1E,(x) est un syste-
me fondamental de solutions de (%) si et seulement si JoS = SAp.

Preuve. La définition de E4,(x) montre que 4 (x) = S71E(x) si S €
GL(u, C) a été choisie telle que JoS = SAp. Inversement si S € GL(u, C) est
telle que F(2)S™'&, () soit une solution de (x), alors on doit avoir A =
Jo. Puisque A = Ay, on en déduit Agi1 = Jy ou encore SA,S~ ' = Jy. O

Lemme 3.6. Toute matrice constante qui commute avec Jy commute avec

Eiy ().
Preuve. Reprenons les notations du théoreme 2.11 et supposons que
Jo = diag (AD, ... A1)

ot chaque AY) est un bloc de Jordan élémentaire de dimension i, de la
forme AW = aj sip; =1et AW = ajl,; + Ny, si pj > 2. Partitionnons
toute matrice constante S selon cette décomposition en blocs élémentaires :
S = (Sjn)i<jh<r- Onsait que S commute avec Jy si et seulement si chaque
bloc vérifie :

L] le:Osiozj;éozh

L] N,uij,h = SjﬁNMh si a5 = Q.
La matrice £j,(z) a la méme structure en blocs diagonaux que Jy et le bloc
d’indice j est

=1
£D(z) = fo, (x) <IM]. + ) ko, (@N/IZ)'
k=1

La condition de commutation de S et de £, () s’écrit
Sin€ ™ (x) = €V (2) S

pour j,h = 1,---,r. Ces relations sont vérifiées pour les indices tels que
a; # oy, puisqu’alors S; 5, = 0. Lorsque a; = oy, = a, la condition s’écrit

pp—1 mi—1

th + Z ¢k,a(x)sth5h = Ojh + Z wk,a(aj)Nﬁijh
k=1 k=1
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ou encore en remarquant que N/]fh = 0 pour k > uy et N/’jj = 0 pour k > pj,

D ka@)SinNE = tkal@)NE Sin

k>1 k>1

égalité qui est assurée par les relations Ny, Sjn = SjnNy, - ([l

Théoréme 3.7. Soit (x) un systéme de premiére espéce et Ay = A(oc0).
Soit F(z) la solution de AY = Ay donnée par le théoréme 3.4. Soit Jy
une forme de Jordan de Ao et £j,(x) la matrice qui lui est associée dans le
théoréme 2.11. La matrice F(x)S™1€;,(x)S est une matrice fondamentale
de solutions de (%), indépendante du choix de S € GL(u, C) vérfiant JoS =
SAy.

Preuve. Le lemme 3.5 et le fait qu’en multipliant a droite une matrice de
solutions par une matrice constante on obtient une matrice de solutions
montrent que si Sj et Sy vérifient la condition indiquée, F(z)S; &, (x)S;
(i = 1,2) est une matrice fondamentale de solutions de (x). Puisque la

matrice S = S15, ! commute avec Jy, le lemme 3.6 permet d’écrire
ST €5 (x)S1 = 87 €5, (2) 8195190 = 5718155 €5, (2)S2 = S5 €5, (2) 52
et le résultat s’en déduit par multiplication & gauche par F(z). O

Définition 3.8. On appelle solution canonique du systéme (%) et on note
Xean () la matrice fondamentale de solutions décrite dans le théoréme 3.7.

3.2. Systeme g-déformé et confluence. On indique maintenant com-
ment choisir un systeme ¢-déformé d’un systéme (%) non résonnant. Cette
étude est faite dans le plan de la variable t = (¢ — 1)z 4 1 ou le systéme aux
g-différences obtenu est du type étudié dans [7]. Nous aurons cependant be-
soin de reprendre en partie les résultats classiques de fagon a pouvoir traiter
la confluence a ’aide des théorémes de [1].

On déforme le systeme (x) en un systeme

(%)q (pt —1)0,Y (t) = Ag()Y (2)
A
ou Ay(t) = Z 5(9) est une série de g-factorielles convergente.
L’équation (%), peut aussi s’écrire
(*)q Y(t) = By(t)Y (q?)

ol ( )
1—qg)t
Bq(t) = I + ——~Aq(at).
Puisque la somme d’une série de g-factorielles convergente est holomorphe
a l'infini, si la matrice By(oo) = I, + (1 — q)Ao(q) est inversible, le systeme
(¥)q est fuchsien & l'infini au sens de [7]. Il est non résonnant, toujours
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au sens de [7], si le quotient de deux valeurs propres distinctes de By(q) =
I, — (¢ — 1)Ao(q) n’appartient pas a ¢Z. Dans ce cas, on peut montrer ([7])
qu'il existe une unique matrice Fy(t) € GL(p, C[1]) telle que Fy(co) = I,

et Aq"(t) = Ao(g) ot Ag"(t) = Fy(pt) ™ (Ag(O)Fy(t) — (pt—1)8,F,(t)) est la
matrice du systéme obtenu a partir de (%), par le changement de fonction
inconnue Y (t) = Fy(t)Z(t). De plus la série Fy(t) converge. Ce résultat
permet de décrire un systeme fondamental de solutions de (%), pour ¢ fixé,
mais pour obtenir des propriétés de confluence, il faut préciser la dépendance
en ¢ des coefficients Ag(q).

Supposons que la matrice A(z) = " o A2~ du systeme (x) & déformer
vérifie la condition (C,\). Pour Ag(q), on reprend les notations et hypo-
theses faites dans le théoreme 2.11 en remplagant A par Ag. Si le syteme
(%) est non résonnant tout systeme (x), dont la matrice A4(t) a pour terme
constant Ap(q) est alors non résonnant si g est assez proche de 1. On suppose
ensuite que les coefficients A;(q), s > 1, vérifient les hypotheses suivantes
(voir [1]) :

1) il existe go > 1 tel que si 1 < ¢ < qo, alors
lAs@l < (¢© =) ¢ (¢h9), 4,

2) hmqal‘*‘(l - Q)_SAS(Q) = As.
On suppose qp assez petit pour que By(g) soit non résonnante pour 1 <
q < qo et on résume toutes ces hypotheses en disant que le systeme (%), est
obtenu par g-déformation du systéme (*). On suit une démarche analogue
a celle du paragraphe 3.1 et on commence par établir le g-analogue suivant
de la proposition 3.3, sous des hypotheses restrictives mais suffisantes pour
notre étude.

Proposition 3.9. Soit (x); un systéme obtenu par q-déformation d’un sys-
téme (x) non résonnant dont la matrice Ay admet O pour valeur propre. On
suppose qu’il existe un vecteur Uy, indépendant de q, appartenant au noyau
de Ao(q) pour tout q assez proche de 1. Le systéme (%), admet alors, pour
q assez proche de 1, une unique solution formelle
Ys(q)
Y(t) = U .
) =lo+ ; (t;q)s

De plus il existe C' > 0 et qo > 1 tels que pour tout s > 1 et tout q tel que
1 < q < qo, on ait

IYs(@ll < 100l (@ = 1) ¢ (@ 5 )51 -

Preuve. On recopie celle de la proposition 3.3, en utilisant la série majorante

X(t) = —ug (1 - 1—b(1(z)aq(t))
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o ug = ||Uoll, aq(t) = > 51 [1As(@)I/(t;q)s et b(g) majore la norme de
toutes les matrices ([s]q, + Ao(q))fl. Pour estimer b(q), on remarque que

les valeurs propres de ([s]ql, + Ao(q))f1 sont de la forme (¢—1)/(¢°—q¢ %)
ou « est une valeur propre de Ag, et peuvent se majorer, pour tout g > 1,
par 1 si Ra > 0, par (g—1)/(¢®—1) ot b = d(Ra, —N*) si Rov ¢ —N* et par
la méme expression avec b < |e| et pour g < g si @ = —sg + i€ ou s9 € N*.

On peut ensuite majorer la norme du bloc de taille v correspondant a « :
1

(¢—1)((¢° —a ), + ¢ *IngN,)  par
q— 11— quzﬂ?a
qb -1 1= q—§Ra

si Ra # 0 et par v(g—1)/(¢°—1) si R = 0. Ces estimations et ’hypothése

faite sur aq(t) permettent d’utiliser la proposition 4.5 de [1] pour conclure.

U

Donnons maintenant ’analogue de la proposition 3.4 en indiquant les
modifications a apporter a sa preuve.

Proposition 3.10. Soit (%), un systéme obtenu par q-déformation d’un
systéme (x) non résonnant. L’unique transformation tangente a l'identité

Fy(t) telle que AF (t) = Ao(qg ) admet un développement en série de q-
factorielles Fy(t) = I, + ZS>1 q) dont les coefficients vérifient les deux
Proprietes :
1) il existe qg > 1, C', N > 0 tels que pour tout q avec 1 < q < qq et tout
s>1,
IFs(@) < (¢“ — 1)qsH (@5 @)l

2) lim,_,1+(1 —q)°Fis(q) = Fs ou F(x) = #"‘ZF x5 est la série de
s>1
factorielles du théoréme 3.4.

Preuve. Comme dans la preuve du théoréeme 3.4, la majoration s obtient
en appliquant la proposition 3.9 avec Up = I, au systeme de dimension w2
suivant qui exprime la condition A it) = AO( )

(ot = DB F4(0) = (A, OF(0) ~ By 40(a) (Bl + = o))

-1
On a <BO(Q) + 2=t Ao<q>) = 3" %) o5 Gy(g) = Bola)! et pour
s>1, B

Cs(q) = (1 = 9)*Bo(q) " Ao(q)(Ao(q) + 1) - - (Ao(q) + [s — 1]g1,).
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On peut alors écrire

1
(pt — 1)6,F4( As(
; (t q)s

ou A(q) est opérateur linéaire sur gl(u, C) défini par
Ao(@)(U) = (Ao(q)U — UAo(q)) Bo(g) ™"

et, pour s > 1,
As(q)(U) = As(9)UBo(q )_1 (AO(Q)U— UAo(q))Cs(q)

+ oy, (@)UCi(q)-

(5,€ k)EJS

ol Js est ’ensemble d’indices défini dans la preuve de la proposition 3.3 et
ol
) () — ity _ gykld TR —A[E 4k —1]!
G (@ = 0= ) e

si on pose [0]! =1 et, pour n € N, [n]l = [1]4[2]4 - - [n]q-

La deuxiéme hypothese faite sur la suite A4(q) implique que pour s > 1,
lin%(l —q) °Cs(q) = Bs (notation du théoreme 3.4). En utilisant le fait que
q—)

gy =M1 — g — )

quand ¢ — 1, on vérifie que 'opérateur (1 — q)~5As(q) a pour limite 'opé-
rateur As.
Pour majorer la norme de A;(q), on procede comme dans la preuve de

3.4 en utilisant le lemme 4.4 de [1]. Pour cela on remarque qu’en posant
Do(q) = Ao(q)Bo(q)~1, chaque bloc de Jordan de Dy(q) est de la forme

[a]qly +

ol « est une valeur propre de Ay et v la taille du bloc de Jordan correspon-
dant. D’autre part, on peut écrire

Cs(q) = ¢°(1 — q)°Bo(q 1H Do(q) + [k]gBo(q)™")

et remarquer que chaque bloc de Jordan de Dy(q) + [k],Bo(q)~" est de la

forme
a+k v—1

Zln gN:. O

En conclusion on énonce un théoréeme synthétisant ’étude faite dans le
plan de la variable z initiale, ce qui conduit (toujours selon [1]) & remplacer
les séries de g-factorielles par les séries de factorielles mixtes et a modifier

[a+ k)],
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en conséquence les hypotheses demandées a une g-déformation. Le résultat
final de convergence est une application du théoreme 3.1 de [1].

Théoréme 3.11. Soit
(%) (z=1) A X(z) = A(x)X ()
un systeme aux différences non résonnant dont la matrice
A(z) =) Aa b
s>0

vérifie la condition (C,\).
Soit S € GL(u, C), a1, -+, € C et puy,- -,y € N* tels que Z;Zl pi =

et que, en posant, pour j =1,--- 7,
AG) = ] Y st pj =1,
ajly; + Ny st py 22,

on ait
Ag = S~ diag (AW, ... Ay g
On note Xean(z) la solution canonique de (x).
Soit (5(q))g>1 une famille de matrices appartenant a GL(u, C) vérifiant
lim,_,,+ S(q) = S. Posons, pour g > 1,

Ao(q) = S(q)~ " diag (AM(q), -, A")(q)) S(q)
o, pour j =1,---7r,
—[=ajlq st pj =1,

AW (g) = 1
@ —[=ayldy; +47 qliql Ny; st pg = 2.

Soit Ag(x) = >~ As(q)egq)(az) une série de factorielles mixtes telle que
pour tout s >1:

1) il existe qo > 1 tel que pour 1 < q < qo, ||As(@)|| < C @ ,
2) limg_1+ As(q) = As. es21(A)
Alors, il existe une unique série formelle de factorielles mixtes

Folw) = L+ Y Fu(g)el? (x)

s>1

qs—l

telle que, si 5,(4(10) (x) est la matrice définie dans le théoréme 2.11, la matrice

X, (x) = Fol) €2 (2)S(q)

constitue un systéme fondamental de solutions du systéme

B ple= DRI (ayfq) 4 4,0 X (o)
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De plus, il existe N > X tel que la série Fy(x) converge pour

Lorsque ¢ — 17, Xy(z) converge vers Xean(z), uniformément sur tout
compact de {Rx > X' + 1} \ Ui (a; + N¥).

Exemple. En dimension 1, I’équation

(2-1) A y(@) = (a = — )y(@)

s’écrit
zx+A—1
( ) y(z)
(@ — p1)(x — p2)
ou 1 +p2 =A+a—1et pyypuz = p—a(l — A). Le changement de fonction
inconnue

ylx +1) =

'l+a-—2x)

la transforme en

— 1-—A
(z —a)(z+ ) o(x)
(@ — p1)(z — p2)
dont la solution, holomorphe dans un demi-plan Rx > 0 et ayant 1 pour
limite quand x — oo dans ce demi-plan, est la fonction

INz—a)l'(z+1—-A
ooy~ D= )T )

(@ — p) Tz — p2)
Cette fonction admet un développement en série de factorielles convergente

qui peut s’obtenir en remarquant que la formule de Gauss—Kummer permet
d’écrire pour Rz > RA — 1,

z(x4+1) =

z(2) = oF1 (1 — a, p2 — asz — a3 1).

11 suffit alors d’appliquer la formule de translation a cette série de factorielles
en r — a.
La solution canonique de 1’équation donnée est donc

M%@).

Un résultat classique rappelé dans [4] permet de voir z4 () comme limite
quand ¢ — 17 de 2071 (¢" ™%, ¢"27% ¢*~%; q; q) o, par définition,

(a;9)s(b;q)s
b . e = N /N
2(;51(&, 767 q’ u) ;) C; q)s(q; q)s “
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est une série convergente pour |u| < |gc/(ab)|. De plus, le g-analogue de la
formule de Gauss—Kummer est la formule suivante (Jacobi et Heine, citée

par [4]) :
a/c;p b c;p
201(a,b,¢;q;q) = (a/ _ Joo ((b/ . )oo
(1/Ca p)oo(ab/c, p)oo
Ces remarques, jointes & la proposition 2.3, conduisent a considérer la fonc-
tion

(D5 D)oo (" /15 D)oo (@2 /D) o

910 = (o )@ /5 D)oo (@ /D)o
qui vérifie
W=Dt =g
9a(0t) = 4" gy gy 901
On en déduit
(pt — 1)5p9q(t) = Aq(t)gq(t)
A (t) — q—a—l (t - qu1+1) (t - qﬂ2+1) pt -1

(p—Dtt—qY) (p—1)t
En tenant compte de le relation p1 +ps+1—a—A = 0 dans la décomposition
en éléments simples de A4(t), on trouve

()\,ull ()\/,Lgl 1)

1)
—1(t—q")
Dans le plan de la variable z, la fonctlon fq(x) = gq((¢ — 1)z + 1) vérifie
R )
p—1z—p z — [N
On remarque que les conditions sur les parametres impliquent la relation

(AN=p1 — 1)(A — p2 — 1) = p et 'équation obtenue est clairement une
déformation de I’équation initiale.

Aq(t) = —[—alq +

plz —1)
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