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Let X be a projective smooth irreducible polarized variety over the field of
complex numbers. Typical examples of wide extensions are vector bundles
E that have a subsheaf F whose slope is much bigger than the slope of E/F,
and such that F and E/F are stable. We study the deformations of such
bundles. The case of unstable rank 2 bundles has been considered by S. A.
Strømme on P2, and by C. Bănică on P3. We build moduli spaces of wide
extensions, and if the dimension of X is greater than 2, it may even happen
that we obtain fine moduli spaces.

1. Introduction

Soient X une variété algébrique projective lisse irréductible sur C, de dimension
d > 0 et OX (1) un fibré en droites très ample sur X . Si F est un faisceau cohérent
sur X tel que rg(F) > 0, on pose

µ(F) =
c1(F).OX (1)d−1

rg(F)
.

Il est bien connu que les faisceaux semi-stables relativement à OX (1), de rang et de
classes de Chern donnés sur X admettent une variété de modules grossiers, qui est
dans certains cas une variété de modules fins [Maruyama 1977 ; 1978 ; Simpson
1994; Yoshioka 1998]. D’autres ensembles de classes d’isomorphisme de faisceaux
cohérents sur X peuvent aussi avoir une variété de modules fins [Drézet 1999]. Les
cas traités dans [Drézet 1999] concernent des faisceaux qui ne sont pas loin d’être
semi-stables (par exemple les faisceaux prioritaires sur P2 définis dans [Hirscho-
witz et Laszlo 1993]). On s’intéresse ici à des faisceaux très instables : on va étudier
des fibrés vectoriels E possédant un sous-faisceau 0 tel que µ(0) � µ(E). On
s’intéresse aux déformations de tels fibrés.

Rappelons qu’un faisceau cohérent 0 sur X possède une déformation semi-
universelle G, qui est un faisceau analytique sur S × X , (S, s0) étant un germe
de variété analytique, tel que Gs0 ' 0. De plus, l’espace tangent Ts0 S est cano-
niquement isomorphe à Ext1(0, 0) (voir le §3.1 et [Siu et Trautmann 1981]). Le
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germe (S, s0) s’appelle la base de la déformation semi-universelle de 0. Dans cet
article on dira que 0 est lisse si S est lisse en s0. On dit que 0 est 2-lisse si le
morphisme trace Ext2(0, 0) → H 2(OX ) est injectif (voir le §2.3). Un faisceau
2-lisse est lisse.

1.1. Fibrés instables de rang 2 sur Pn . Les fibrés vectoriels instables de rang
2 sur P2 ou P3 ont déjà été étudiés. Soit n ≥ 2 un entier. Pour étudier les fibrés
vectoriels algébriques de rang 2 sur Pn on utilise la construction de Serre qui établit
un lien entre ces fibrés et les sous-variétés localement intersections complètes de
codimension 2 de Pn [Okonek et al. 1980, chapitre I, §5 ; Horrocks 1968; Barth et
Van de Ven 1974; Hartshorne 1974]. Soit E un fibré vectoriel algébrique de rang
2 et de classes de Chern c1 = 0 ou 1, c2 sur Pn . Soit d le plus grand entier δ tel
que h0(E(−δ)) > 0. Alors E est non semi-stable si et seulement si d > 0. Si c’est
le cas on dit que d est le degré d’instabilité de E . On a une suite exacte

(1–1) 0 → O(d)→ E → IZ (c1 − d)→ 0,

Z étant une sous-variété fermée localement intersection complète de codimension
2 de Pn , IZ désignant son faisceau d’idéaux.

Le cas de P2 a été traité dans [Strømme 1983a] (Z est alors un sous-schéma
de dimension 0, de longueur m = c2 + d(d − c1)). La construction de Serre
permet de construire une « variété de modules » pour de tels fibrés : c’est la va-
riété M(d, c1, c2) des paires (Z , σ ) avec Z ∈ Hilbm(P2), σ parcourant l’ouvert
de P

(
Ext1(IZ (c1 − d),O(d))

)
correspondant aux extensions (1–1) telles que E

soit localement libre. Strømme montre que les déformations d’un fibré de rang 2
de degré d’instabilité d générique sont aussi des fibrés de degré d’instabilité d .
Cependant on a

dim Ext1(E, E) > dim M(d, c1, c2),

ce qui signifie que la base d’une déformation semi-universelle de E n’est pas ré-
duite. En particulier, M(d, c1, c2) ne peut pas être une variété de modules fins.

Le cas de P3 a été traité dans [Bănică 1984] ; voir aussi [Hartshorne 1978, §1].
La construction de Serre permet aussi dans ce cas de construire une sorte de variété
de modules pour les fibrés de degré d’instabilité donné.

1.2. Extensions larges. Si T est un faisceau pur sur X , on note

T̃ = T ∨
⊗ω−1

X .

On dit que T est parfait si Extq(T,OX )= 0 pour q > codim T ; voir le §2.7.
Soit F un faisceau cohérent non nul sur X . On dit que F est régulier si F est sans

torsion, F∗∗ simple, F∗∗ 2-lisse, et si F∗∗/F est nul ou parfait de codimension 2 ;
voir le chapitre 5.
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Soient 0 un faisceau localement libre, F un faisceau régulier sur X , T = F∗∗/F .
On considére une extension

0 → 0 → E → F → 0.

On en déduit un morphisme φ : 0∗
→ Ext1(F,OX )' T̃ . Il est aisé de voir que E

est localement libre si et seulement si φ est surjectif. Supposons que ce soit le cas
et que G = ker(φ) soit régulier. On obtient alors deux extensions

(L) 0 → G∗
→ E → F → 0,

(L∗) 0 → F∗
→ E∗

→ G → 0.

On dit que (L) (ou E) est une extension large si on a :

Exti (F∗∗,G∗) = {0} si i ≥ 1,

Exti (F,G∗) = Exti (G, F∗) = {0} si i ≥ 2,

Exti (G∗, F∗∗) = {0} si i < dim X.

Remarquons que ces conditions impliquent que T est non trivial si l’extension
est non triviale et qu’on a des isomorphismes canoniques

Ext1(F,G∗)' Hom(G∗∗, T̃ ),

Ext1(G, F∗)' Hom(F∗∗, T ).

Le morphisme G∗∗
→ T̃ correspondant à (L) n’est autre que φ, et le morphisme

F∗∗
→ T correspondant à (L∗) est le morphisme quotient.

Les fibrés instables de rang 2 sur P2 sont des extensions larges, ainsi que certains
fibrés instables de rang 2 sur P3.

Le but de cet article est de commencer l’étude des extensions larges, et plus
particulièrement des espaces Ext1(E,E). On verra que Ext1(E,E) possède des fil-
trations canoniques induites par (L) et (L∗), et on étudiera les interactions entre
ces filtrations.

1.3. Étude de Ext1(E,E). Soit

M = Ext1(E,G∗), N∗ = Ext1(F,E).

Si on utilise la suite exacte (L) on obtient le diagramme commutatif (1–2) avec
lignes et colonnes exactes, où K est un sous-espace vectoriel de Ext1(G∗,E) et
A2(ρ) désigne le noyau de la multiplication par ρ : Ext1(G∗, F)→ Ext2(F, F) :
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(1–2)

0

��

0

��

0

��
0 // Ext1(F,G∗)/Cρ //

��

M

��

// Ext1(G∗,G∗)

��

// 0

0 // N∗
//

��

Ext1(E,E)

��

// K

��

// 0

0 // Ext1(F, F) //

��

Ext1(E, F)

��

// A2(ρ)

��

// 0

0 0 0

On obtient de même en utilisant (L∗) le diagramme commutatif (1–3) avec lignes
et colonnes exactes, où M∗ = Ext1(E∗, F∗), N = Ext1(G,E∗), K∗ est un sous-
espace vectoriel de Ext1(F∗,E∗) et A2(π) désigne le noyau de la multiplication
par π : Ext1(F∗,G)→ Ext2(G,G) :

(1–3)

0

��

0

��

0

��
0 // Ext1(G, F∗)/Cπ //

��

M∗

��

// Ext1(F∗, F∗)

��

// 0

0 // N //

��

Ext1(E,E)

��

// K∗

��

// 0

0 // Ext1(G,G) //

��

Ext1(E∗,G)

��

// A2(π)

��

// 0

0 0 0

Remarquons qu’on a M ⊂ N et M∗ ⊂ N∗. Les deux filtrations

0 ⊂ M ⊂ N ⊂ Ext1(E,E), 0 ⊂ M∗ ⊂ N∗ ⊂ Ext1(E,E)

et leur interaction sont utilisées dans le chapitre 7 pour étudier Ext1(E,E). On
montre dans le §7.6 que le sous-espace vectoriel

T = (N ∩ N∗)+ M + M∗ = (N + M∗)∩ (N∗ + M)

de Ext1(E,E) est le tangent à l’espace des extensions, c’est-à-dire qu’il correspond
aux déformations de E obtenues en déformant F∗∗, G∗∗, T , π et ρ.



DÉFORMATIONS DES EXTENSIONS LARGES DE FAISCEAUX 205

Si X est une surface on a toujours T 6= Ext1(E,E), mais si dim X > 2 on peut
avoir l’égalité ; voir §1.5 et 1.6.

La double définition de E, au moyen des suites exactes (L) et (L∗), produit deux
définitions de certains morphismes canoniques, et il n’est pas évident que ces deux
définitions coïncident (c’est même parfois faux). Par exemple on définit dans le
chapitre 7 deux morphismes canoniques

ξ0, ξ
∗

0 : End(T )→ Ext1(E,E)

et on montre (proposition 7.1.1) que ξ0 = ξ∗

0 . De même on a deux morphismes
canoniques

ξ2, ξ
∗

2 : Ext1(E,E)→ Ext2(T, T )

mais ici on a ξ2 = −ξ∗

2 (proposition 7.2.2).
On décrit et on étudie au §7.5 plusieurs sous-espaces vectoriels canoniques de

Ext1(E,E) :

– Le sous-espace vectoriel Q correspondant aux déformations de E obtenues en
déformant G∗∗, π et ρ, et le sous-espace vectoriel analogue Q∗ correspondant
aux déformations de E obtenues en déformant F∗∗, π et ρ.

– Le sous-espace vectoriel Q + M∗ = Q∗ + M = M + M∗ correspondant aux
déformations de E obtenues en déformant F∗∗, G∗∗, π et ρ.

– Le sous-espace vectoriel correspondant aux déformations de E obtenues en
déformant T , π et ρ. On montre que c’est N ∩ N∗.

1.4. Variétés de modules d’extensions larges. Soient X, Y, Z des ensembles ou-
verts de faisceaux cohérents sur X , admettant des variétés de modules fins M, N, Z
respectivement (voir §2.6), les faisceaux de Z étant parfaits de codimension 2. On
suppose que les extensions non triviales de type (L), avec F∗∗ dans X, G∗∗ dans Y,
T dans Z et E localement libre, sont des extensions larges. Soit Larg(X,Y,Z)

l’ensemble des classes d’isomorphisme des fibrés E obtenus. On peut construire
sous certaines hypothèses une variété de modules M(X,Y,Z) pour les extensions
larges de Larg(X,Y,Z). On obtient même un fibré universel sur M(X,Y,Z)× X
(défini localement ; voir §2.6). Pour obtenir ces résultats on munit Larg(X,Y,Z)

d’une structure de variété algébrique intègre naturelle. Au point q de M(X,Y,Z)

correspondant à l’extension large E, le morphisme de déformation infinitésimale
de Kodaïra–Spencer

ωq : T M(X,Y,Z)q → Ext1(E,E)

(voir §3.2.6) est injectif et son image est le sous-espace vectoriel T défini précé-
demment.
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On définit au §8.2 les familles pures d’extensions larges du type précédent
(cette définition est une généralisation de celle de [Strømme 1983a]), et la variété
M(X,Y,Z) représente le foncteur F de la catégorie des variétés algébriques com-
plexes dans celle des ensembles suivant : pour toute variété S, F(S) est l’ensemble{

familles pures de fibrés de Larg(X,Y,Z) paramétrées par S
}/

∼

où ∼ est la relation d’équivalence selon laquelle deux familles pures d’extensions
larges F0, F1 paramétrées par S sont équivalentes si et seulement si il existe un re-
couvrement ouvert (Ui )i∈I de S et tel que pour tout i ∈ I on ait F1|Ui ×X ' F0|Ui ×X .

Si X est une surface M(X,Y,Z) n’est pas une variété de modules fins (c’est-à-
dire que les fibrés universels locaux ne sont pas des déformations complètes). Dans
ce cas on a en effet T 6=Ext1(E,E). Cette inégalité peut avoir plusieurs causes (voir
le §1.5).

Si dim X > 2, M(X,Y,Z) est une variété de modules fins si les conditions
suivantes sont réalisées : pour tous faisceaux F de X, G de Y, T de Z on a

Exti (F,T) = Exti (G, T̃) = {0} si i ≥ 1,

H 0(F ⊗ T) = H 0(G ⊗ T̃) = {0}.

Dans ce cas on a en effet T = Ext1(E,E). On obtient ainsi de nouvelles variétés
de modules fins constituées de fibrés vectoriels non simples [Drézet 1999]. Par
exemple supposons que X = P3. Soit n > 4 un entier. On prend pour Z la grass-
mannienne des droites de P3 ( Z est constitué des faisceaux structuraux de ces
droites), M la variété de modules des fibrés de corrélation nulle (X est constitué
des E(n), E étant un fibré de corrélation nulle) et pour N la variété réduite à un
point correspondant au fibré OP3 . On obtient des extensions larges du type

0 → E(n)→ E → I` → 0,

où E est un fibré de corrélation nulle, ` une droite de P3 et I` son faisceau d’idéaux.
Le fibré E est de rang 3 et de classes de Chern 2n, n2

+ 2, 2n + 2. Dans ce cas la
variété M(X,Y,Z) est lisse et c’est une variété de modules fins. On a

dim M(X,Y,Z) = dim Ext1(E,E) = 2n + 14,

dim End(E)=
1
3 n(n + 2)(n + 4)+ 1, dim Ext2(E,E)= 2n + 14.

1.5. Extensions larges sur les surfaces. Supposons que X soit une surface. Si on
considère une extension large (L), on a toujours T 6= Ext1(E,E).

Dans le cas des fibrés instables de rang 2 sur P2 cela est dû au fait que la
base d’une déformation semi-universelle de E n’est pas réduite. Dans ce cas T est
l’espace tangent au point correspondant à E de la variété de modules des fibrés
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instables correspondante. Mais c’est un espace de modules grossier uniquement
pour les familles pures de fibrés instables.

Dans le cas général, on a une situation analogue à la précédente si µ(G∗) �

µ(F). On suppose que le groupe de Picard de X est isomorphe à Z, de générateur
ample OX (1). On s’intéresse à des extensions larges du type

0 → G∗(d)→ E → F → 0

où G∗ et F sont des fibrés semi-stables. Il existe toujours de telles extensions
larges si d � 0. On appelle extensions larges du même type que la précédente des
extensions larges 0 → G ′∗(d) → E′

→ F ′
→ 0 avec F ′, G ′∗ semi-stables et de

mêmes rangs et pentes que F , G∗ respectivement.

1.5.1. Théorème : Si d � 0 les déformations de E sont des extensions larges du
même type. (La démonstration se trouve au §9.3.)

Conjecture : On a c2(F ′)= c2(F) et c2(G ′)= c2(G).

On donne en 6.3.3 des exemples d’extensions larges (L) sur P2, où E est instable
mais prioritaire (c’est-à-dire que Ext2(E,E(−1)) = {0}, [Hirschowitz et Laszlo
1993]), donc 2-lisse, et se déforme en fibrés stables.

On calcule au §9.2 le produit canonique Ext1(E,E)×Ext1(E,E)→ Ext2(E,E).
On peut en déduire des informations sur le module formel (§3.4) A de E. On peut
sous certaines hypothèses obtenir une description complète de A/m3

A (corollaire
9.2.3) comme dans [Strømme 1983b] pour les fibrés instables de rang 2 sur P2.

1.6. Extensions larges sur les variétés de dimension supérieure à 2. On suppose
que dim X > 2. Contrairement à ce qui se passe sur les surfaces il se peut que les
faisceaux réguliers ne se déforment pas en faisceaux localement libres. Soit F un
faisceau régulier sur X et T = F∗∗/F . On montre dans le §5.4 que si

Ext1(F∗∗, T )= Ext2(F∗∗, T )= Hom(F∗∗, T̃ )= {0}

toutes les déformations de F s’obtiennent en déformant F∗∗, T et le morphisme
surjectif F∗∗

→ T . De plus F est lisse, mais pas 2-lisse en général.
Soit maintenant une extension large (L) telle que

Ext1(F∗∗, T ) = Ext2(F∗∗, T ) = Hom(F∗∗, T̃ ) = {0},

Ext1(G∗∗, T̃ )= Ext2(G∗∗, T̃ )= Hom(G∗∗, T )= {0}.

On montre au §7.6 que les déformations de E sont encore des extensions larges
strictement du même type, c’est-à-dire s’obtiennent en déformant F∗∗, G∗∗, T et
les morphismes surjectifs F∗∗

→ T , G∗∗
→ T̃ . Si T est lisse alors on montre que

E l’est aussi.
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1.7. Questions. Les extensions larges sur les variétés de dimension supérieure à 2
sont relativement simples à étudier, on trouve de nombreux cas où les fibrés obtenus
sont lisses et où leurs déformations sont des extensions larges du même type. Il faut
bien entendu faire des hypothèses sur les constituants de ces extensions larges, en
particulier sur les faisceaux parfaits de codimension 2. Mais cela est inévitable.

Le situation est beaucoup plus compliquée sur les surfaces. Considérons l’ex-
tension large (L) sur une surface. On détermine au chapitre 9 le produit canonique

µ0 : Ext1(E,E)× Ext1(E,E)→ Ext2(E,E)

et le lieu σ ∈ Ext1(E,E) tels que µ0(σ, σ ) = 0 est une réunion finie de sous-
espaces vectoriels contenant T. Rappelons qu’on a µ0(σ, σ )= 0 si et seulement si
la déformation infinitésimale double de E définie par σ s’étend en une déformation
triple (voir §3.3). On peut aussi étudier les déformations n-tuples de E. Ce sont
par définition les fibrés vectoriels F sur X × Spec(C[t]/(tn)) dont la restriction à
X × {∗} est isomorphe à E. Ici ∗ désigne le point fermé de Spec(C[t]/(tn)).

Question : Quel est le lieu Vn des σ ∈ Ext1(E,E) tels que la déformation infinité-
simale double de E définie par σ s’étende en une déformation n-tuple?

Les déformations n-tuples de E correspondent aux extensions multiples d’ordre
n de E. Ce sont des fibrés vectoriels F sur X munis d’une filtration

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = F

telle que Fi/Fi−1 'E pour 1≤ i ≤n, et possédant des propriétés supplémentaires.
Le cas le plus simple est celui des déformations triples. Soit σ ∈ Ext1(E,E) tel que
µ0(σ, σ )= 0. Soit

(1–4) 0 → E → Eσ → E → 0

l’extension correspondante. Une déformation triple de E étendant la déformation
double correspondant à σ correspond à un fibré vectoriel F s’insérant dans un
diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes

0

��

0

��
0 // E // Eσ //

��

E //

��

0

0 // E // F //

��

Eσ //

��

0

E

��

E

��
0 0
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où la suite exacte horizontale du haut et la suite exacte verticale de droite sont iden-
tiques à (1–4). Soient α l’élément de Ext1(E,Eσ ) correspondant à la suite exacte
verticale du milieu et β l’élément de Ext1(Eσ ,E) correspondant à la suite exacte
horizontale du milieu. Alors la déformation triple de E correspondant à F s’étend
en une déformation quadruple si et seulement si le produit de α et β dans Ext2(E,E)

est nul. On peut donc ramener le problème de l’extension des déformations triples
en extensions quadruples à l’étude des espaces vectoriels Ext1(E,Eσ ), Ext1(Eσ ,E)

et du produit

Ext1(E,Eσ )× Ext1(Eσ ,E)→ Ext2(E,E).

Dans le cas où les hypothèses du Théorème 1.5.1 sont vérifiées on peut s’inter-
roger sur les conditions suffisantes pour que

⋂
n≥2 Vn = T.

Question : Quel est le plus petit entier n tel que Vn = Vn+p pour p > 0?

1.8. Plan des chapitres suivants. Le chapitre 2 est consacré à des rappels de
notations et de notions utilisées dans cet article, parmi lesquelles :

– le morphisme trace (§2.3) ;
– la construction des Ext de faisceaux cohérents au moyen de résolutions loca-

lement libres (§2.4), qui est utilisée au chapitre 7 ;
– le polygône de Harder–Narasimhan d’un faisceau cohérent sur une surface

(§2.5) ;
– les variétés de modules fins de faisceaux cohérents (§2.6) ;
– les faisceaux purs, les faisceaux réflexifs et les faisceaux parfaits ;
– les fibrés exceptionnels et la fonction d’existence des fibrés stables sur P2

(§2.8 ; ce matériel est utilisé au §6.3.3 pour produire des extensions larges se
déformant en fibrés stables) ;

– les quotients algébriques par un groupe réductif (§2.9), qui seront utilisés
dans le chapitre 8 pour construire les variétés de modules d’extensions larges
sur les surfaces ;

– un résultat sur les fonctions réelles concaves (§2.10) qu’on utilise pour prou-
ver le théorème énoncé au §1.5.

Le chapitre 3 est consacré aux déformations des faisceaux cohérents sur une
variété algébrique projective lisse. On rappelle en particulier ce que sont une défor-
mation semi-universelle et le module formel d’un faisceau cohérent, le morphisme
de déformation infinitésimale de Kodaïra–Spencer d’une famille de faisceaux. On
termine le chapitre par une étude des déformations d’une extension de faisceaux
cohérents.

Le chapitre 4 est une étude détaillée des extensions de faisceaux cohérents. Je
pense que certains résultats (comme ceux sur les morphismes d’extensions ou les



210 JEAN-MARC DRÉZET

extensions duales) sont bien connus, mais j’ai inclus les énoncés précis et les dé-
monstrations faute d’avoir trouvé une référence. Les résultats du §4.4 sont utilisés
au §5.2 dans l’étude des déformations des faisceaux réguliers.

Le chapitre 5 est consacré à l’étude des faisceaux réguliers. On étudie leurs dé-
formations dans le §5.2 : si F est un faisceau régulier et T = F∗∗/F , on détermine
le sous-espace vectoriel de Ext1(F, F) correspondant aux déformations obtenues
en déformant F∗∗, T et le morphisme surjectif F∗∗

→ T .
En 5.3 on étudie les faisceaux réguliers sur une surface et on construit dans

certains cas des variétés de modules de tels faisceaux.
En 5.4 on étudie les faisceaux réguliers sur une variété de dimension supérieure

à 2. On donne des conditions suffisantes pour que si F est un faisceau régulier et
T = F∗∗/F , les seules déformations de F s’obtiennent en déformant F∗∗, T et
le morphisme surjectif F∗∗

→ T . Ces conditions impliquent aussi la lissité de F .
Pour cela il faut partir de bons faisceaux parfaits T (ils doivent être lisses). Sur P3

on peut obtenir de tels faisceaux en partant d’ouverts lisses de schémas de Hilbert
de courbes lisses (il en existe beaucoup même si d’après [Martin-Deschamps et
Perrin 1996] les schémas de Hilbert de courbes ne sont pas en général réduits). On
considère ensuite la jacobienne relative au dessus de ces ouverts, qui est une sorte
de variété de modules de faisceaux parfaits. En général cependant les déformations
de F porteront la trace des pathologies des déformations de T .

Dans le chapitre 6 on définit les extensions larges, et plusieurs exemples en sont
donnés au §6.3. On donne dans le §6.4 une description des extensions larges utili-
sant des résolutions localement libres de faisceaux qui est utilisée dans le chapitre
suivant.

Le chapitre 7 est consacré à l’étude de Ext1(E,E), où E est une extension large
correspondant à (L).

Au §7.1 on déduit de (L) un morphisme canonique ξ0 : End(T )→ Ext1(E,E)

et on montre qu’il est égal au morphisme analogue provenant de (L∗) (compte
tenu de l’identification End(T ) = End(T̃ )). De même dans le §7.2 on déduit de
(L) un morphisme canonique ξ2 : Ext1(E,E) → Ext2(T, T ) et on montre que
le morphisme analogue ξ∗

2 : Ext1(E∗,E∗) → Ext2(T̃ , T̃ ) déduit de (L∗) est égal
à −ξ2.

Dans les §7.4 et 7.7 on considère d’autres diagrammes canoniques, certains
commutatifs, et d’autres anticommutatifs. On omet la plupart des démonstrations,
analogues à celles des §7.1 et 7.2.

Les diagrammes commutatifs évoqués au §1.3 sont construits dans le §7.3. On
les utilise, ansi que certains résultats des sections précédentes, pour étudier dans le
§7.5 les sous-espaces vectoriels canoniques de Ext1(E,E) correspondants.
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On étudie au §7.6 le sous-espace vectoriel T de Ext1(E,E). On montre en parti-
culier que si dim X > 2 on peut obtenir T = Ext1(E,E) en faisant des hypothèses
convenables.

On détermine au §7.8 les produits canoniques

µG : End(E)× Ext1(E,E)→ Ext1(E,E),

µD : Ext1(E,E)× End(E)→ Ext1(E,E).

Il en découle que Aut(E) agit trivialement sur T.

Le chapitre 8 est consacré à la construction des variétés de modules d’exten-
sions larges.

On définit au §8.2 les familles pures d’extensions larges. Les variétés de mo-
dules d’extensions larges sont en fait des espaces de modules grossiers pour les
familles pures d’extensions larges.

On montre dans le §8.3 qu’il existe des fibrés universels définis localement pour
les variétés de modules d’extensions larges. Quand dim X > 2 il peut même se
produire que ces dernières soient des variétés de modules fins. On en donne deux
exemples sur P3 dans le §8.4.

Le chapitre 9 est consacré aux extensions larges sur les surfaces. Comme déjà
dit, le Théorème 1.5.1 est démontré au §9.3. Dans le §9.2 on détermine le produit
canonique

Ext1(E,E)× Ext1(E,E)→ Ext2(E,E).

2. Préliminaires

2.1. Notations.

2.1.1. Produits dans les Ext. Soient E , F , G des faisceaux cohérents sur une va-
riété algébrique. Soient p, q des entiers, u ∈ Extp(E, F), v ∈ Extq(F,G). On
notera

l p,q
u : Extq(F,G)→ Extp+q(E,G), r p,q

v : Extq(E, F)→ Extp+q(E,G)

les multiplications par u, v respectivement. Si aucune confusion n’est à craindre
on notera lu = l p,q

u , rv = r p,q
v .

2.1.2. Invariants logarithmiques. Soient X une variété algébrique projective lisse
et irréductible de dimension n > 0. Soit E un faisceau cohérent sur X , tel que
rg(E) > 0. Le nombre rationnel

µ(E) =
c1(E)
rg(E)

∈ A1(X)⊗ Q
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s’appelle la pente de E , et

1(E) =
1
r

(
c2 −

r −1
2r

c1(E)2
)

∈ A2(X)⊗ Q

est le discriminant de E . Plus généralement on définit formellement les invariants
logarithmiques 1i (E) ∈ Ai (X)⊗ Q de E par

log ch(E) = log r +

∑
1≤i≤n

(−1)i+11i (E)

ch(E) désignant le caractère de Chern de E [Drézet 1996]. On a 11(E)= µ(E),
12(E)=1(E), et

13(E) =
1
r

(
c3(E)

2
+ c1(E)c2(E)

(1
r

−
1
2

)
+ c1(E)3

( 1
3r2 −

1
2r

+
1
6

))
.

Ces invariants ont les propriétés suivantes :

(i) Si L est un fibré en droites sur X , on a 1i (E)= 0 si i ≥ 2.

(ii) Si E , F sont des faisceaux cohérents de rang positif sur X , on a

1i (E ⊗ F)=1i (E)+1i (F) pour 1 ≤ i ≤ n.

(iii) Si E est un faisceau localement libre non nul sur X , on a

1i (E∗)= (−1)i1i (E) pour1 ≤ i ≤ n.

Pour tous faisceaux cohérents E , F sur X on note

χ(E, F) =

∑
0≤i≤n

(−1)i dim Exti (E, F).

Il existe un polynôme PX à n indéterminées tel que pour tout faisceau cohérent E
de rang positif sur X on ait

χ(E) = rg(E)PX (11(E), . . . ,1n(E)).

Si E et F sont des faisceaux cohérents de rang positif sur X on a

χ(E, F) = rg(E) rg(F)PX
(
11(F)−11(E), . . . , 1n(F)+ (−1)n1n(E)

)
.

2.1.3. Théorème de Riemann–Roch sur les surfaces. On suppose que dim X = 2.
On a alors

PX (α1, α2) =
1
2α1(α1 −ωX )+χ(OX )−α2.

ωX désignant le fibré canonique sur X . Si E , F sont des faisceaux cohérents sur
X tels que rg(E) > 0 et rg(F) > 0, on a donc

χ(E, F) = rg(E) rg(F)
( 1

2(µ(F)−µ(E))(µ(F)−µ(E)−ωX )

+χ(OX )−1(E)−1(F)
)
.
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Si E et F ne sont plus nécessairement de rang positif, on a

χ(E, F) = −c1(E)c1(F)− rg(E)c2(F)− rg(F)c2(E)+ rg(E) rg(F)χ(OX )

+
1
2(rg(F) ωX c1(E)− rg(E) ωX c1(F)+ rg(E)c1(F)2 + rg(F)c1(E)2).

2.1.4. Théorème de Riemann–Roch sur P3. On a

PP3(α1, α2, α3) = α3 −α1α2 − 2α2 +
1
6(α1 + 3)(α1 + 2)(α1 + 1).

Si E un faisceau cohérent sur P3 de rang r > 0, on a donc

χ(E) = r
(
13 −1112 − 212 +

1
6(11 + 3)(11 + 2)(11 + 1)

)
avec 1i =1i (E) pour i = 1, 2, 3.

2.2. Diagrammes 3 × 3. On appelle diagramme 3 × 3 (dans une catégorie abé-
lienne) un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes du type

0

��

0

��

0

��
0 // A //

��

M

��

// C

��

// 0

0 // N //

��

E

��

// F

��

// 0

0 // G //

��

H

��

// K

��

// 0

0 0 0

Ce diagramme est isomorphe au diagramme

0

��

0

��

0

��
0 // M∩N //

��

M

��

// M/(M∩N )

��

// 0

0 // N //

��

E

��

// E/N

��

// 0

0 // N/(M∩N ) //

��

E/M

��

// E/(M+N )

��

// 0

0 0 0

2.3. Morphisme trace. Soit E un faisceau cohérent sur une variété algébrique pro-
jective lisse connexe X de dimension n. Pour tout entier i on note

tri (E) : Exti (E,E)→ H i (OX )
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le morphisme trace, ou tri et même tr s’il n’y a pas d’ambiguïté. On note Adi (E)=

ker(tri (E)).

Pour tous entiers p, q ≤ 0, on note

µpq : Extp(E,E)× Extq(E,E)→ Extp+q(E,E),

i pq : Extp(E,E)× Extq(E,E)→ Extq(E,E)× Extp(E,E)

les applications canoniques. Rappelons qu’on a

trp+q ◦µpq = (−1)pq trp+q ◦µqp ◦ i pq .

Plus généralement, si F est un autre faisceau cohérent sur X , le diagramme cano-
nique

Extp(E,F)× Extq(F,E) //

��

Extp+q(E,E)

trp+q (E)

��
Extp+q(F,F)

trp+q (F) // H p+q(OX )

est commutatif si pq est pair et anticommutatif si pq est impair.

2.3.1. Définition : Soit E un faisceau cohérent sur X . On dit que E est 2-lisse si le
morphisme trace Ext2(E, E)→ H 2(OX ) est injectif. C’est alors un isomorphisme
si E est sans torsion.

2.3.2. Proposition : Soient x ∈ X et Cx le faisceau gratte-ciel sur X concentré en
x et de fibre C en x . Alors compte tenu des isomorphismes canoniques donnés par
la dualité de Serre

Extn(Cx ,Cx)' ω∗

X,x , H n(OX )' H 0(ωX )
∗

la transposée de trn
: Extn(Cx ,Cx)→ H n(OX ) est l’évaluation H 0(ωX )→ ωX,x .

Démonstration. Cela découle des définitions de la trace et de la dualité de Serre
[Drezet et Le Potier 1985, 1.4]. �

2.4. Construction des Ext de faisceaux cohérents. Soient E , F des faisceaux co-
hérents sur une variété projective X . On suppose donnés des faisceaux cohérents
Fi , i ∈ N sur X et une résolution de F

· · · // F2
f2 // F1

f1 // F0
f0 // F // 0

Alors on en déduit pour tout n ∈ N une application

Hom(Im( fn), E)→ Extn(F, E)

qui est surjective si on a Extn−i (Fi , E)={0} pour 0≤ i <n. Si Extn−1−i (Fi , E)=
{0} pour 0 ≤ i < n − 1, le noyau de cette application est constitué de l’image
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de Hom(Fn−1, E) dans Hom(Im( fn), E). Dans ce cas Extn(F, E) s’identifie à
l’espace vectoriel quotient de l’espace des morphismes Fn → E s’annulant sur
Im( fn+1) par l’espace de ceux qui se factorisent par Fn−1. On peut choisir une
résolution de F qui est finie, localement libre, et telle que les propriétés précédentes
soient vérifiées (pour tout n). Plus généralement, en choisissant une résolution lo-
calement libre adéquate de E

· · · // E2
e2 // E1

e1 // E0
e0 // E // 0

on peut représenter les éléments de Extn(F, E) par des morphismes de complexes
de degré −n de la résolution de F vers celle de E , c’est-à-dire par des suites (φi )i≥0

de morphismes, avec φi : Fi+n → Ei , telles que pour tout i ≥ 0 on ait

φi fi+n+1 + (−1)nei+1φi+1 = 0,

c’est-à-dire que le diagramme

Ei+1
ei+1 // Ei

Fi+n+1
fi+n+1 //

φi+1

OO

Fi+n

φi

OO

est commutatif ou anticommutatif suivant la parité de n.

2.5. Polygone de Harder–Narasimhan. Soient X une surface algébrique projec-
tive irréductible et lisse, et OX (1) un fibré en droites très ample sur X . Soit E un
faisceau cohérent sans torsion sur X . Alors E possède une filtration de Harder–
Narasimhan

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En = E

telle que pour 1 ≤ i ≤ n, Ei/Ei−1 soit semi-stable, que

µ(Ei/Ei−1) ≥ µ(Ei+1/Ei )

(si i ≥ 1), et qu’en cas d’égalité

χ(Ei/Ei−1)

rg(Ei/Ei−1)
>
χ(Ei+1/Ei )

rg(Ei+1/Ei )
.

Cette filtration est unique et E est semi-stable si et seulement si n = 1. On dit que
n est la longueur de E .

On considère le polygone concave dans R2 de sommets

O, Q1 =
(
rg(E1), c1(E1).OX (1)

)
, . . . , Qn =

(
rg(En), c1(En).OX (1)

)
.

On l’appelle le polygone de Harder–Narasimhan de E et on le note P(E).
Cette définition est légèrement différente de celle de [Drezet et Le Potier 1985], et
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c1

r0

Q1

Q2

Q3

Q4

FIG. 1. Polygone de Harder–Narasimhan d’un faisceau de lon-
gueur 4

s’inspire de celle de polygones de Harder–Narasimhan des fibrés vectoriels sur les
courbes [Shatz 1977; Le Potier et Verdier 1985].

Soient r = rg(E), c1 = c1(E).OX (1). Soit P(r, c1) l’ensemble des polygones
concaves de sommets O , (x1, y1), . . . , (x p, yp)= (r, c1) à coordonnées entières et
tels que 0< x1< · · ·< x p. Si P ∈ P(r, c1) on notera aussi P la fonction [0, r ]→ R

associée. Si P, P ′
∈ P(r, c1) on écrira P < P ′ lorsque l’inégalité est vérifiée par

les fonctions associées, et de même pour les autres types d’inégalités.

2.5.1. Proposition : Soient P ∈ P(r, c1), S une variété algébrique irréductible,
s0 ∈ S, F un faisceau cohérent sur S × X , plat sur S, tel que Fs0 ' E et que pour
s ∈ S\{s0}, on ait P(Fs)= P . Alors on a P ≤ P(E).

Autrement dit si E est une spécialisation de faiceaux de polygone de Harder–
Narasimhan P , alors on a P ≤ P(E).

Démonstration. Analogue au cas de P2 traité dans [Drezet et Le Potier 1985]. Voir
aussi [Shatz 1977] et [Le Potier et Verdier 1985, exposé 4] pour le cas des courbes.

�

2.6. Variétés de modules fins de faisceaux cohérents. Les définitions et résultats
de ce paragraphe proviennent de [Drézet 1999]. Soit X une variété projective lisse
et irréductible.

2.6.1. Définition : On appelle famille de faisceaux sur X paramétrée par S un
faisceau cohérent F sur S × X , plat sur S.

2.6.2. Définition : On appelle polyfamille de faisceaux sur X paramétrée par S la
donnée d’un recouvrement ouvert (Ui )i∈I de S, et pour tout i ∈ I d’une famille Ei
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de faisceaux sur X paramétrée par Ui , tels que pour tous i, j ∈ I et tout x ∈ Ui ∩U j

on ait Ei,x ' E j,x .

Notations : Pour toute sous-variété localement fermée S′ de S, on note

FS′ = F|S′×X .

Si S′ est réduite à un point s on notera plus simplement FS′ =Fs . On note pS (resp.
pX ) la projection S × X → S (resp. S × X → X ). Si E, F, G sont des faisceaux
cohérents sur S × X , S et X respectivement, on notera plus simplement

E ⊗ p∗

S(F)⊗ p∗

X (G) = E ⊗ F ⊗ G.

Si f : T → S est un morphisme de variétés algébriques, et F une famille de
faisceaux sur X paramétrée par S, on note

f ](F) = ( f × IX )
∗(F).

C’est une famille de faisceaux sur X paramétrée par T .

Si X est un ensemble non vide de classes d’isomorphisme de faisceaux cohérents
sur X , on appelle famille de faisceaux de X paramétrée par S une famille F de
faisceaux cohérents sur X paramétrée par S telle que pour tout point s de S la
classe d’isomorphisme de Fs soit dans X.

Soient r , ci ∈ H i (X,Z), 1 ≤ i ≤ d , avec r ≥ 0. Soit X un ensemble non vide de
classes d’isomorphisme de faisceaux cohérents sur X , de rang r et de classes de
Chern ci .

2.6.3. Définition : On dit que X est un ensemble ouvert si pour toute variété algé-
brique S et toute famille F de faisceaux cohérents sur X de rang r et de classes
de Chern ci paramétrée par S, l’ensemble des points s de S tels que la classe
d’isomorphisme de Fs soit dans X est un ouvert de Zariski de S.

2.6.4. Définition : Supposons que X soit un ensemble ouvert. On dit que X est
irréductible si pour toutes polyfamilles de faisceaux de X paramétrées par des
variétés algébriques X1, X2 respectivement, il existe un polyfamille de faisceaux de
X paramétrée par une variété algébrique irréductible Y contenant tous les faisceaux
des polyfamilles paramétrées par X1 et X2.

Soient r , ci ∈ H i (X,Z), 1 ≤ i ≤ d , avec r ≥ 0. Soit X un ensemble ouvert de
faisceaux cohérents sur X de rang r et de classes de Chern ci .

2.6.5. Définition : On appelle variété de modules fins globale, ou plus simplement
variété de modules fins pour X la donnée d’une variété algébrique intègre M et
d’une famille E de faisceaux de X paramétrée par M telles que :

(i) Pour tout élément x de X, il existe un unique point m de M tel que la classe
d’isomorphisme de Em soit x .
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(ii) Pour toute famille F de faisceaux de X paramétrée par une variété algébrique
S, il existe un morphisme f : S → M tel que pour tout point s de S il existe
un ouvert U de S contenant s et un isomorphisme FU ' f ](E)U .

On dit aussi dans ce cas que (M,E) est une variété de modules fins pour X. On
remarquera que d’après (i), il existe une bijection canonique entre X et l’ensemble
des points fermés de M . D’autre part le morphisme f de (ii) est unique : l’image
d’un point s de S est le point de M correspondant à Fs .

On appelle variété de modules fins définie localement pour X la donnée d’une
variété algébrique intègre M , d’un recouvrement ouvert (Ui )i∈I de M , et pour tout
i ∈ I d’une famille Ei de faisceaux de X paramétrée par Ui tels que :

(i) Pour tout élément x de X, il existe un unique point m de M tel que pour tout
i ∈ I tel que x ∈ Ui , la classe d’isomorphisme de Eim soit x .

(ii) Pour toute famille F de faisceaux de X paramétrée par une variété algébrique
S, il existe un morphisme f : S → M tel que pour tout point s de S et tout
i ∈ I tel qu’il existe un x ∈ Ui tel que Ei x ' Fs il existe un ouvert U de S
contenant s tel que f (U )⊂ Ui et un isomorphisme FU ' f ](Ei )U .

2.7. Faisceaux purs, faisceaux réflexifs et faisceaux parfaits. Pour ce matériel,
voir [Le Potier 1993, 8.1] et [Huybrechts et Lehn 1997, 1.1].

Soit X une variété algébrique projective et irréductible de dimension n > 0.
Soit T un faisceau cohérent sur X . Rappelons qu’on appelle dimension de T

celle de son support Supp(T ), et on la note dim T . On appelle codimension de E
la codimension de Supp(T ), et on la note codim T .

On dit qu’un faisceau T de dimension d est pur si pour tout sous-faisceau co-
hérent non trivial S de E on a dim S = d.

Supposons T pur de dimension d et codimension c = n−d . Alors pour tout fais-
ceau localement libre E sur X , les faisceaux Extq(T, E) ont leur support contenu
dans Supp(T ) et sont nuls pour q < c. De plus on a codim Extq(T, E) ≥ q pour
q ≥ c.

Soit T un faisceau pur de dimension d et de codimension c = n − d . On pose

T ∨
= Extc(T, ωX ), T̃ = Extc(T,OX )= T ∨

⊗ω−1
X

et on appelle T ∨ le dual de T . Il coïncide avec le dual habituel T ∗ de T dans le
cas où c = 0.

Il existe en général un morphisme canonique T → T ∨∨.
On appelle faisceau réflexif sur X un faisceau pur T tel que le morphisme ca-

nonique T → T ∨∨ soit un isomorphisme. Un faisceau pur de dimension 0 est
toujours réflexif [Huybrechts et Lehn 1997, proposition 1.1.10].
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2.7.1. Définition : On appelle faisceau parfait un faisceau pur T sur X tel que
Extq(T,OX ) = 0 pour q > codim T .

Un tel faisceau est alors réflexif. Les faisceaux de dimension 0 sont parfaits,
ainsi que les faisceaux localement libres.

2.7.2. Lemme : Soient T un faisceau pur de codimension c et E un faisceau lo-
calement libre sur X . Alors on a Exti (T, E) = {0} si i < c et des isomorphismes
canoniques

Extc(T, E) ' H 0(E ⊗ T̃ ), Extc+1(T, E) ' H 1(E ⊗ T̃ ).

Si T est parfait alors on a Extc+k(T, E) ' H k(E ⊗ T̃ ) si k ≥ 0. En particulier,
pour tout faisceau ample OX (1) sur X on a

Exti (T, E ⊗ OX (p)) = {0}

si i > c et p � 0.

Démonstration. Cela découle de la suite spectrale

E pq
2 = H p(X,Extq(T, E)

)
H⇒ Extp+q(T, E)

[Godement 1964, théorème 7.3.3 ; Griffiths et Harris 1978, p. 706]. La dernière
assertion est une conséquence du théorème B de Serre. �

2.7.3. Lemme : Soient Y est une sous-variété fermée localement intersection com-
plète de X , j : Y → X l’inclusion et F un faisceau localement libre sur Y . Alors le
faisceau T = j∗(F) est parfait, et on a

T ∨
' j∗(F∗

⊗ωY ).

Démonstration. Cela se voit facilement en utilisant le complexe de Koszul ; voir
par exemple [Lang 1984, XIV, 10] ou [Hartshorne 1977, p. 245]. �

Les faisceaux localement libres sont parfaits. Les faisceaux purs de codimension
maximale n sont aussi parfaits.

Soit T un faisceau parfait de codimension c > 0, et

· · · // T2
t2 // T1

t1 // T0
t0 // T // 0

une résolution localement libre de T . Alors le complexe dual

T ∗

0

t t0 // T ∗

1

t t1 // T ∗

2

t t2 // · · ·
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est exact sauf en degré c, d’où il découle que ker(t tc+1) est localement libre, et on
a une résolution de T̃ = T ∨

⊗ω−1
X = Extc(T,OX )

T ∗

0

t t1 // T1 · · · · · · T ∗

c−1

t tc // ker(t tc+1) // T̃ // 0

En utilisant la construction des Ext par des résolutions localement libres (§2.4)
on en déduit aisément le résultat suivant : si T , T ′ sont des faisceaux parfaits de
codimension c, on a des isomorphismes canoniques

Extk(T, T ′) ' Extk(T̃ ′, T̃ ), pour 0 ≤ k ≤ c.

Si T = T ′, ces isomorphismes sont compatibles avec la trace, c’est-à-dire qu’on a
un diagramme commutatif

Extk(T, T )

'

��

trk(T )

))SSSSSSSSSSSSS

H k(OX )

Extk(T̃ , T̃ )

trk(T̃ )
55kkkkkkkkkkkkk

On a, pour tout faisceau localement libre E et tout faisceau parfait de codimen-
sion c sur X un diagramme commutatif canonique

Extc(T, E)⊗ Hom(E, T )

'

��

// Extc(T, T )

'

��
Hom(E∗, T̃ )⊗ Extc(T̃ , E∗) // Extc(T̃ , T̃ )

2.8. Fibrés exceptionnels sur P2. Les conditions d’existence des faisceaux semi-
stables sur P2 [Drezet et Le Potier 1985] s’expriment en fonction des seules va-
riables µ et 1. On montre qu’il existe une unique fonction δ(µ) telle qu’on ait
dim M(r, c1, c2) > 0 si et seulement si 1 ≥ δ(µ). La fonction δ(µ) est décrite à
l’aide des fibrés exceptionnels.

On dit qu’un faisceau cohérent E sur P2 est exceptionnel si E est simple (c’est-
à-dire si les seuls endomorphismes de E sont les homothéties), et si

Ext1(E,E) = Ext2(E,E) = {0}.

Un tel faisceau est alors localement libre et stable, et la variété de modules de fais-
ceaux semi-stables correspondante contient l’unique point E. Il existe une infinité
dénombrable de fibrés exceptionnels, et un procédé simple permet de les obtenir
tous à partir des fibrés en droites [Drezet 1986]. Notons qu’un fibré exceptionnel
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1

1
2

χ(F,X)=0 χ(F,X)=0F

µ(F)µ(F)− xF µ(F)+ xF µ

FIG. 2. La fonction δ(µ)

est uniquement déterminé par sa pente. Soit F un fibré exceptionnel. On note xF

la plus petite solution de l’équation

X2
− 3X +

1
rg(F)2

= 0.

Alors on montre que les intervalles ]µ(F)− xF , µ(F)+ xF [ constituent une par-
tition de l’ensemble des nombres rationnels. On va décrire la fonction δ(µ) sur cet
intervalle. Posons P(X)= 1

2 X2
+

3
2 X +1. Sur l’intervalle ]µ(F)−xF , µ(F)], on a

δ(µ) = P(µ−µ(F))−
1
2

(
1 −

1
rg(F)2

)
,

et sur [µ(F), µ(F)+ xF [, on a

δ(µ) = P(µ(F)−µ)−
1
2

(
1 −

1
rg(F)2

)
.

On obtient les courbes représentées sur la figure 2. Ce sont des segments de co-
niques. La fonction δ(µ) est la partie de ces courbes située au dessus de la droite
d’équation 1=

1
2 .

2.9. Quotients algébriques. Soient k un entier, k ≥1, V1, . . . , Vk,W1, . . . ,Wk des
C-espaces vectoriels de dimension finie non nuls,

E = V1 × · · · Vk × W1 × · · · × Wk, G0 = (C∗)k+1.

On considère l’action suivante de G0 sur E :

(t, t1, . . . , tk)(v1, . . . , vk, w1, . . . , wk) = (t1v1, . . . , tkvk, t t−1
1 w1, . . . , t t−1

k wk).
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L’action induite sur P(E) se prolonge en une action sur OP(E)(1). Pour que le
stabilisateur d’un point générique soit fini, il vaut mieux considérer l’action du
sous-groupe G constitué des (t, t1, . . . , tk) tels que t t1 · · · tk = 1, qui donne les
mêmes orbites dans P(E) que l’action de G0. On peut donc définir les notions de
points semi-stables et points stables de P(E) [Mumford et Fogarty 1982; Newstead
1978]. Soit P(E)ss (resp. P(E)s) l’ouvert des points semi-stables (resp. stables) de
P(E). On sait qu’il existe un bon quotient P(E)ss//G et un quotient géométrique
P(E)s/G qui est un ouvert du précédent.

2.9.1. Proposition : Un point x = C(v1, . . . , vk, w1, . . . , wk) de P(E) est stable
si et seulement si pour 1 ≤ i ≤ k on a vi 6= 0, wi 6= 0, et x est semi-stable si et
seulement si pour 1 ≤ i ≤ k, vi = 0 si et seulement si wi = 0.

Démonstration. Cela se voit aisément en utilisant les critères numériques de (semi-
)stabilité ; voir [Mumford et Fogarty 1982, chap. 2 ; [Newstead 1978, 4.2]]. �

On notera
M(V1, . . . , Vk,W1, . . . ,Wk) = P(E)ss//G,

M s(V1, . . . , Vk,W1, . . . ,Wk) = P(E)s/G.
La première variété est projective et normale, et la seconde est un ouvert lisse de
la première.

Soit Y une variété algébrique intègre, V1, . . . ,Vk , W1, . . . ,Wk des fibrés vecto-
riels non nuls sur Y . Soit E=V1⊕· · ·⊕Vk⊕W1⊕· · ·⊕Wk . On considère l’action de
G sur P(E) qui sur chaque fibre est l’action décrite précédemment. Soient P(E)ss ,
P(E)s les ouverts de P(E) définis par : pour tout y ∈ Y , P(E)ss

y = P(Ey)
ss et

P(E)sy = P(Ey)
s . On montre aisément qu’il existe un bon quotient

M(V1, . . . ,Vk,W1, . . . ,Wk) = P(E)ss//G

et un quotient géométrique

M s(V1, . . . ,Vk,W1, . . . ,Wk) = P(E)s/G.

Les morphismes P(E)ss
→ Y et P(E)s → Y sont G-invariants et passent donc au

quotient, et on a, pour tout y ∈ Y

M(V1, . . . ,Vk,W1, . . . ,Wk)y = M(V1y, . . . ,Vky,W1y, . . . ,Wky),

M s(V1, . . . ,Vk,W1, . . . ,Wk)y = M s(V1y, . . . ,Vky,W1y, . . . ,Wky).

Le morphisme M(V1, . . . ,Vk,W1, . . . ,Wk)→ Y est projectif et localement tri-
vial, et M s(V1, . . . ,Vk,W1, . . . ,Wk)→ Y est lisse et localement trivial.

On a

dim M(V1, . . . ,Vk,W1, . . . ,Wk) = dim Y − k − 1 +

k∑
i=1

rg(Vi )+

k∑
i=1

rg(Wi ).
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2.9.2. Remarque : On peut aussi considérer

E ′
= P(V1)× · · · × P(Vk)× (W1\{0})× · · · × (Wk\{0}),

muni de l’action de C∗ :

t.(l1, . . . , lk, w1, . . . , wk) = (l1, . . . , lk, tw1, . . . , twk).

Alors il existe un quotient géométrique E ′/C∗ et on a E ′/C∗
' P(E)s/G. On peut

construire de manière analogue P(E)s/G. Cette méthode cache cependant les rôles
symétriques joués par les espaces vectoriels Vi et Wi .

2.10. Fonctions concaves.

2.10.1. Définition : Soient a, b ∈ R tels que a < b. On dit qu’une fonction f :

[a, b] → R est concave si pour tous x, y ∈ [a, b] tels que x < y et tout t ∈ [0, 1]

on a f (t x + (1 − t)y) ≥ t f (x)+ (1 − t) f (y).

Si f est deux fois dérivable par morceaux, alors f est concave si et seulement
si on a f ′′(x)≤ 0 pour tout x ∈ [a, b] où f ′′ est définie.

2.10.2. Proposition : Soient f, g : [a, b] → R des fonctions de classes C2 par
morceaux et telles que f (a) = g(a), f (b) = g(b), f ≤ g. On suppose que f est
concave. Alors on a ∫ b

a
f ′(x)2 dx ≤

∫ b

a
g′(x)2 dx .

Démonstration. Posons, pour 1 ≤ t ≤ 1, ft = (1 − t). f + t.g, et

α(t) =

∫ b

a
f ′

t (x)
2 dx .

On a

α(0) =

∫ b

a
f ′(x)2 dx, α(1) =

∫ b

a
g′(x)2 dx .

Il suffit donc de montrer que α est croissante, c’est-à-dire que α′
≥ 0. On a

α′(t) = 2t
∫ b

a
( f ′(x)− g′(x))2 dx + 2

∫ b

a
f ′(x)(g′(x)− f ′(x)) dx .

En intégrant par parties on trouve∫ b

a
f ′(x)(g′(x)− f ′(x)) dx = f ′(g − f )

]b
a −

∫
(g(x)− f (x)) f ′′(x) dx .

On a g − f ≥ 0, f ′′
≤ 0, donc

∫ b
a f ′(x)(g′(x)− f ′(x)) dx ≥ 0 et α′(t)≥ 0. �
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3. Déformations infinitésimales de faisceaux cohérents

3.1. Déformation semi-universelle d’un faisceau cohérent. Les résultats du §3.1
proviennent de [Siu et Trautmann 1981]. Soient X une variété algébrique projective
et E un faisceau cohérent sur X . Une déformation de E est la donnée d’un germe
(S, s0) de variété analytique, d’un faisceau cohérent E sur S× X , plat sur S et d’un
isomorphisme α : Es0 ' E . C’est donc en fait un quadruplet D = (S, s0,E, α).

Considérons deux déformations D = (S, s0,E, α), D′
= (S, s0,E′, α′) de E

(paramétrées par le même germe). Un isomorphisme D ' D′ est un isomorphisme
σ : E ' E′ tel que α′

◦ σs0 = α. Si f : (S′, s ′

0) → (S, s0) est un morphisme de
germes, on en déduit aisément la déformation f ∗(D)= (S′, s ′

0, f ](E), f ∗(α)).
On dit qu’une déformation D = (S, s0,E, α) de E est semi-universelle si elle

est complète c’est-à-dire que si D′ est une déformation de E (paramétrée par un
germe (S′, s ′

0)), il existe un morphisme de germes f : (S′, s ′

0) → (S, s0) et un
isomorphisme f ∗(D) ' D′, et si l’application linéaire tangente Ts′

0
S′

→ Ts0 S
est uniquement déterminée. Il existe toujours une déformation semi-universelle
(S, s0,E, α) de E [Siu et Trautmann 1981, theorem I].

3.2. Déformations infinitésimales. On pose A2 = C[t]/(t2) et Z2 = Spec(A2).

3.2.1. Faisceaux cohérents sur la variété double d’une variété algébrique. Si X
est une variété algébrique sur C, on note X (2)

= X × Z2, et on l’appelle la variété
double de X . Le morphisme canonique A2 → C permet de voir X comme une
sous-variété fermée de X (2). On note iX l’inclusion X ⊂ X (2). On a pX ◦ iX = IX ,
pX désignant la projection X (2)

→ X . Si E est un faisceau cohérent sur X (2), on
en déduit deux faisceaux cohérents sur X : E|X et E/tE (qui est un faisceau sur
X (2) dont le support est contenu dans X ).

3.2.2. Lemme : Un A2-module M est plat si et seulement si une des conditions
équivalentes suivantes est réalisée :

(i) La multiplication par t : M/t M → t M est un isomorphisme.

(ii) M est libre.

Démonstration. On utilise pour cela le fait que M est plat si et seulement si le
morphisme canonique (t)⊗A2 M → t M est injectif. �

3.2.3. Définition : Soit E un faisceau cohérent sur X . On appelle extension double
de E une extension de E par lui-même : 0 → E → F → E → 0.

On définit de manière évidente la notion d’isomorphisme d’extensions doubles,
et on démontre sans peine la

3.2.4. Proposition : Soient E un faisceau cohérent sur X et E un faisceau cohérent
sur X (2) plat sur Z2 et tel que E|X ' E . Alors pX∗(E) possède une structure
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naturelle d’extension double de E et l’association

E → pX∗(E)

définit une bijection entre l’ensemble des classes d’isomorphisme de faisceaux
cohérents sur X (2) plats sur Z2 dont la restriction à X est isomorphe à E , et
l’ensemble des classes d’isomorphismes d’extensions doubles de E .

3.2.5. Définition : Soit E un faisceau cohérent sur X . On appelle déformation
infinitésimale double (ou plus simplement déformation infinitésimale) de E un
faisceau cohérent E sur X (2) plat sur Z2 et tel que E|X ' E .

D’après la proposition 3.2.4, les déformations infinitésimales de E sont para-
métrées naturellement par Ext1(E, E).

3.2.6. Morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra–Spencer. Soit S une
variété algébrique et soit E un faisceau cohérent sur S × X plat sur S. Soient s ∈ S,
ms l’idéal maximal de s, Xs la fibre de S × X au dessus de s, Xs,2 le voisinage
infinitésimal d’ordre 2 de Xs et Es la restriction de E à Xs , qu’on peut voir aussi
comme un faisceau cohérent sur Xs,2. Sur Xs,2 on a une suite exacte de faisceaux

0 → T ∗

s S ⊗ Es → E/m2
s E → Es → 0

(T ∗
s S désignant l’espace tangent de S en s). En prenant l’image directe de cette

suite exacte sur Xs on obtient une suite exacte

0 → T ∗

s S ⊗ Es → F → Es → 0,

d’où une application linéaire

ωs : Ts S → Ext1X (Es,Es)

appelée morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra–Spencer de E en s.
La relation avec la proposition 3.2.4 est la suivante : soit α ∈ Ts S, α 6= 0, qu’on
peut voir comme une forme C-linéaire sur ms/m2

s . On en déduit un morphisme

α : Z2 → Spec(Os/m2
s )

provenant du morphisme d’anneaux f : Os/m2
s → C[t]/(t2) défini par f (φ) =

φ(s)+α(φ−φ(s))t . Alors ωs(α) n’est autre que l’extension de Es par lui-même
provenant de la déformation α](E|Xs,2) d’ordre 2 de Es .

On dit que E est une déformation complète de Es si ωs est surjective. On dit que
E est une famille complète si pour tout point fermé s de S, E est une déformation
complète de Es .

La notion de morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra–Spencer peut
s’étendre aux familles plates de faisceaux analytiques cohérents sur X paramétrées
par des variétés analytiques ou des germes de variétés analytiques. Si E est un
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faisceau cohérent sur X et (S, s0,E, α) une déformation semi-universelle de E
(voir le §3.1), le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra–Spencer en
s0 est un isomorphisme Ts0 S ' Ext1(E, E) [Siu et Trautmann 1981].

3.3. Déformations triples. On pose A3 =C[t]/(t3) et Z3 =Spec(A3). Le résultat
suivant est analogue au lemme 3.2.2 :

3.3.1. Lemme : Un A3-module M est plat si et seulement si une des conditions
équivalentes suivantes est réalisée :

(i) les multiplications par t t M/t2 M → t2 M et par t2 M/t M → t2 M sont des
isomorphismes.

(ii) M est libre.

Soient X une variété algébrique projective et X (3)
= X × Z3. On a des immer-

sions naturelles X ⊂ X (2)
⊂ X (3).

3.3.2. Définition : Soit E un faisceau cohérent sur X . On appelle déformation
infinitésimale triple de E un faisceau cohérent E sur X (3) plat sur Z3 et tel que
E|X ' E .

Les restrictions à X (2) des déformations triples de E donnent des déformations
doubles de E . Les déformations triples de E correspondent aux extensions triples
de E , c’est-à-dire aux triplets (F, (Fi ), τ ) constitué de

– un faisceau cohérent F sur X ,

– une filtration
0 = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ F3 = F

dont tous les gradués Fi/Fi−1 sont isomorphes à E ,

– un isomorphisme τ : F3/F1 → F2 dont la restriction à F2/F1 induit un iso-
morphisme F2/F1 ' F1.

On démontre sans peine la

3.3.3. Proposition : Une déformation double de E , définie par σ ∈ Ext1(E, E)
s’étend en une déformation triple de E si et seulement si on a σ 2

= 0 dans
Ext2(E, E).

3.4. Module formel. Soient E un faisceau cohérent sur X et (S, s0,E, α) une dé-
formation semi-universelle de E . L’anneau RE = ÔS,s0 s’appelle le module formel
de E . Soient

A = ÔExt1(E,E),0

et m A l’idéal maximal de A. D’après [Laudal 1979], il existe une application li-
néaire ω : Ext2(E, E)∗ → m2

A telle que RE ' A/A Im(ω). On a un isomorphisme
canonique

m2
A/m3

A ' S2(Ext1(E, E)∗).



DÉFORMATIONS DES EXTENSIONS LARGES DE FAISCEAUX 227

Soit
ω2(E) : Ext2(E, E)∗ → S2(Ext1(E, E)∗)

la composée de l’application quotient m2
A → m2

A/m3
A et de ω. On a alors

3.4.1. Proposition [Laudal 1979; Strømme 1983b]. Supposons que X = Pn . Alors
on a, pour tous α, β ∈ Ext1(E, E),

tω2(E)(α.β) =
1
2

(
µ0(α, β)+µ0(β, α)

)
,

µ0 désignant le produit canonique Ext1(E, E)× Ext1(E, E)→ Ext2(E, E).

3.5. Déformations d’extensions. (Voir le chapitre 4 pour la définition et des pro-
priétés des extensions)

Soit X une variété algébrique projective lisse et connexe.

3.5.1. Proposition : Soient E , F des faisceaux cohérents simples sur X . On sup-
pose que Hom(E, F)= Ext2(F, E)= {0}. Soit

0 // E // E // F // 0

une extension, associée à σ ∈ Ext1(F, E). Soient

fσ : Ext1(E,E)→ Ext2(F,E), gσ : Ext1(E, F)→ Ext2(E, E)

les multiplications par σ . Alors il existe un diagramme commutatif canonique avec
lignes et colonnes exactes

0

��

0

��

0

��
0 // Ext1(F, E)/Cσ //

��

Ext1(E, E) //

��

Ext1(E, E) //

��

0

0 // Ext1(F,E) //

��

Ext1(E,E) //

��

ker( fσ ) // 0

0 // Ext1(F, F) //

��

ker(gσ )

��
0 0

Démonstration. Immédiat. �

On note D(σ ) le sous-espace vectoriel Ext1(E, E)+Ext1(F,E) de Ext1(E,E).
Soit E (resp. F) une famille de faisceaux cohérents lisses et simples sur X pa-

ramétrée par une variété algébrique affine S (resp. T ). On suppose que pour tous
points fermés s ∈ S, t ∈ T , on a

Hom(Es, Ft) = Ext2(Ft , Es) = {0}.
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On suppose que la dimension de Ext1(Ft , Es) est indépendante de s ∈ S et t ∈ T .
On démontre alors comme dans le lemme 5.2.1 que

V = Ext1
pS×T

(p]S(F), p]T (E))

est un faisceau localement libre sur S × T (en chaque (s, t) ∈ S × T la fibre V(s,t)

du fibré vectoriel correspondant s’identifie à Ext1(Ft , Es)). Soit π : V → S × T la
projection. Il existe une extension universelle sur V × X

0 // π ](p]S(E))
// E // π ](p]T (F))

// 0

telle que pour tout v ∈ V au dessus de (s, t)∈ S×T la restriction de la suite exacte
précédente à {v} × X

0 // Es // Ev // Ft // 0

soit associée à v ∈ Ext1(Ft , Es).

3.5.2. Proposition : Soit v un point fermé de V, au dessus de (s, t) ∈ S × T . Alors:

1 – Le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra–Spencer

ωv : T Vv → Ext1(Vv,Vv)

est à valeurs dans D(v).

2 – Si E, F sont des déformations complètes de Es , Ft respectivement, l’image de
ωv est égale à D(v).

Cette proposition est une conséquence immédiate des deux lemmes qui suivent.
Soient Vs

= V|{s}×T , Es
= E|Vs , Vt

= V|S×{t}, Et
= E|Vt . Soient

ωs
v : T Vs

v → Ext1(Vv,Vv), ωt
v : T Vt

v → Ext1(Vv,Vv)

les morphismes de déformation infinitésimale de Kodaïra–Spencer de Es , Et res-
pectivement, au point h, qui sont des restrictions de ωv. Soient enfin

ωs : T Vs
v → Ext1(Ft , Ft), ωt : T Vt

v → Ext1(Es, Es)

les morphismes de déformation infinitésimale de Kodaïra–Spencer de p]S(F), p]T (E)
respectivement, au point v.

3.5.3. Lemme : (i) L’application ωs
v est à valeurs dans le sous-espace vectoriel

Ext1(Ft ,Ev) de Ext1(Ev,Ev).

(ii) La composée T Vs
v

ωs
v // Ext1(Ft ,Ev) // // Ext1(Ft , Ft) est égale à ωs .

(iii) L’image de ωs
v est exactement Ext1(Ft ,Ev) si F est une déformation complète

de Ft .
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3.5.4. Lemme : (i) L’application ωt
v est à valeurs dans le sous-espace vectoriel

Ext1(Ev, Es) de Ext1(Ev,Ev).

(ii) La composée T Vt
v

ωt
v // Ext1(Ev, Es)

// // Ext1(Es, Es) est égale à ωt .

(iii) L’image de ωt
v est exactement Ext1(Ev, Es) si E est une déformation complète

de Es .

Les démonstrations de ces deux lemmes sont analogues à celles des lemmes
5.2.3 et 5.2.4.

4. Extensions de faisceaux cohérents

4.1. Définition. Soient E , F des faisceaux cohérents sur une variété projective
lisse X . Rappelons qu’une extension de F par E est une suite exacte

0 → E → E → F → 0,

où E est un faisceau cohérent sur X . Deux extensions

0 → E → E → F → 0, 0 → E → E′
→ F → 0

sont dites isomorphes s’il existe un diagramme commutatif

0 // E // E //

��

F // 0

0 // E // E′ // F // 0

la flèche verticale du milieu étant alors un isomorphisme. Il est bien connu qu’il
existe une bijection canonique entre l’ensemble des classes d’isomorphisme d’ex-
tensions de F par E et l’espace vectoriel Ext1(F, E). On va construire explici-
tement cette bijection (la construction s’inspire de celle donnée dans [Griffiths et
Harris 1978]).

4.2. Construction des extensions. Si 0 → E → E → F → 0 est une extension de
F par E , on en déduit le morphisme de liaison δ :End(E)→Ext1(F, E) provenant
de l’application du foncteur Hom(−, E) à la suite exacte précédente, et l’élément
de Ext1(F, E) associé à l’extension précédente est δ(IE).

Réciproquement soit σ ∈ Ext1(F, E). Soit

· · · F2
f2 // F1

f1 // F0
f0 // F // 0

une résolution localement libre de F . On en déduit la suite

Hom(F0, E)
α

−−−−→ Hom(F1, E)
β

−−−−→ Hom(F2, E)
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où β ◦ α = 0. On peut d’après le §2.4 choisir cette résolution de telle sorte que
Ext1(F, E) soit canoniquement isomorphe à ker(β)/ Im(α). Donc σ est représenté
par un morphisme λ : F1/ Im( f2)→ E . Soit

µ= λ⊕ f1 : F1/ Im( f2)→ E ⊕ F0,

( f1 étant induit par f1) qui est injectif. Soit E = (E ⊕ F0)/ Im(µ). On a alors une
extension

0 → E
i

−−−−→ E
p

−−−−→ F → 0,

avec i(e)= [(e, 0)] et p([(u, v)])= f0(v). C’est l’extension associée à σ .

Plus généralement, si

F ′

2
f ′

2
−−−−→ F ′

1
f ′

1
−−−−→ F ′

0
f ′

0
−−−−→ F ′

→ 0

est une suite exacte de faisceaux cohérents, on en déduit le complexe

Hom(F ′

0, E)
α′

−−−−→ Hom(F ′

1, E)
β ′

−−−−→ Hom(F ′

2, E).

Il existe toujours une application canonique ker(β ′)/ Im(α′) → Ext1(F, E) qui
n’est pas en général un isomorphisme.

L’extension induite par un morphisme F ′

1/ Im( f ′

2)→ E se construit de la même
manière que précédemment.

4.3. Morphismes d’extensions.

4.3.1. Proposition : Soient E , F , F ′ des faisceaux cohérents sur X , soit f : F → F ′

un morphisme, et soient

0 // E
i // E

p // F // 0 et 0 // E
i ′

// E′
p′

// F ′ // 0

des extensions, associées respectivement à σ ∈ Ext1(F, E) et σ ′
∈ Ext1(F ′, E).

Alors il existe un diagramme commutatif

0 // E
i // E

p //

φ

��

F //

f
��

0

0 // E
i ′

// E′
p′

// F ′ // 0

si et seulement si on a l f (σ
′) = σ . Dans ce cas φ est injectif (resp. surjectif ) si et

seulement si f l’est.

Démonstration. Supposons qu’un tel diagramme commutatif existe. L’égalité

l f (σ
′)= σ
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découle du diagramme commutatif

End(E) δ′ // Ext1(E, F ′)

l f

��
End(E) δ // Ext1(E, F)

(δ′ et δ étant les morphismes de liaison provenant des suites exactes obtenues par
l’application du foncteur Hom(E,−)) et des définitions de σ et σ ′. Réciproque-
ment, supposons que l f (σ

′) = σ . On considère des résolutions localement libres
de F et F ′ (voir le §4.1) pour calculer Ext1(F, E) et Ext1(F ′, E). D’après la défi-
nition de ces résolutions on peut les choisir de telle sorte qu’on ait un diagramme
commutatif

F2
f2 //

φ2
��

F1
f1 //

φ1
��

F0
f0 //

φ0
��

F

f
��

F ′

2

f ′

2 // F ′

1

f ′

1 // F ′

0

f ′

0 // F ′

Supposons que σ ′ soit représenté par un morphisme λ′
: F ′

1/ Im( f ′

2) → E . Alors
f (σ ′) est représenté par λ= λ′

◦φ1 : F1/ Im( f2)→ E , φ1 désignant le morphisme
F1/ Im( f2)→ F ′

1/ Im( f ′

2) induit par φ1. Soient

µ= λ⊕ f1 : F1/ Im( f2)→ E ⊕ F0, µ′
= λ′

⊕ f ′

1 : F ′

1/ Im( f ′

2)→ E ⊕ F ′

0.

Alors on a E = (E ⊕ F0)/ Im(µ), E′
= (E ⊕ F ′

0)/ Im(µ′). Soit φ : E → E′ le
morphisme induit par IE ⊕φ0. Il est aisé de voir que le diagramme de la proposition
est commutatif. La dernière assertion de la proposition est évidente. �

4.3.2. Proposition : Soient G, E, F des faisceaux cohérents sur X , soit h : E → F
un morphisme, et soient

0 // F
i // F ′

p // G // 0 et 0 // E
i ′

// E′
p′

// G // 0

des extensions, associées respectivement à σ ∈ Ext1(G, F) et σ ′
∈ Ext1(G,E).

Alors il existe un diagramme commutatif

0 // E
i ′

//

h
��

E′
p′

//

ψ

��

G // 0

0 // F
i // F ′

p // G // 0

si et seulement si on a rh(σ
′)= σ . Dans ce cas ψ est injectif (resp. surjectif ) si et

seulement si h l’est.
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Démonstration. Analogue à la proposition 4.3.1. �

4.3.3. Corollaire : Soient A0, B0, C0, A1, B1, C1 des faisceaux cohérents sur X et

0 // A0
i0 // B0

p0 // C0 // 0 , 0 // A1
i1 // B1

p1 // C1 // 0

des suites exactes. Soient α : A0 → A1 et γ :C0 →C1 des morphismes. Soient η0 ∈

Ext1(C0, A0) et η1 ∈ Ext1(C1, A1) les éléments associés aux deux suites exactes.
Alors il existe un morphisme β : B0 → B1 tel que le diagramme

A0
i0 //

α

��

B0
p0 //

β

��

C0

γ

��
A1 i1

// B1 p1
// C1

soit commutatif si et seulement si on a rα(η0)= lγ (η1).

4.4. Extensions et diagrammes 3 × 3.

4.4.1. Proposition : Soient A, A′, E , F des faisceaux cohérents sur X ,

(4–1) 0 // A // E // A′ // 0

une suite exacte.

1 – Soit δ : Hom(A, F)→ Ext1(A′, F) l’application induite par (4–1). Soit φ un
élément de Hom(A, F). Alors il existe un diagramme commutatif avec lignes
et colonnes exactes

(4–2)

0

��

0

��
A

i
��

A

��
0 // F // F ⊕ E //

ψ

��

E

��

// 0

0 // F // U //

��

A′ //

��

0

0 0

tel que la la suite exacte verticale de droite soit l’extension (4–1), que la suite
exacte horizontale du bas soit associée à δ(φ), que celle du milieu soit triviale,



DÉFORMATIONS DES EXTENSIONS LARGES DE FAISCEAUX 233

que le morphisme A → F induit par ψ|E : E → U soit égal à φ, et que celui
qui provient de i soit égal à −φ.

Réciproquement, supposons donné un tel diagramme, tel que la suite exacte
verticale de droite soit l’extension (4–1), et que la suite exacte horizontale du
milieu soit triviale. Soit φ : A → F le morphisme induit par ψ|E : E → U .
Alors le morphisme A → F défini par i est égal à −φ et la suite exacte
horizontale du bas est associée à δ(φ).

2 – Soit δ′ : Hom(F, A′)→ Ext1(F, A) l’application induite par (4–1). Soit φ un
élément de Hom(F, A′). Alors il existe un diagramme commutatif avec lignes
et colonnes exactes

0

��

0

��
0 // A //

��

V //

ψ ′

��

F // 0

0 // E

��

// E ⊕ F //

p
��

F // 0

A′

��

A′

��
0 0

tel que la la suite exacte verticale de gauche soit l’extension (4–1), que la
suite exacte horizontale du haut soit associée à δ′(φ′), que celle du milieu soit
triviale, que le morphisme α′

: F → A′ induit par la composante V → E de
ψ ′ soit égal à φ′, et que celui qui provient de p soit égal à −φ′.

Réciproquement, supposons donné un tel diagramme, tel que la suite exacte
verticale de gauche soit l’extension (4–1), et que la suite exacte horizontale du
milieu soit triviale. Soit φ′

: F → A′ le morphisme induit par la composante
V → E de ψ ′. Alors le morphisme F → A′ défini par p est égal à −φ′ et la
suite exacte horizontale du haut est associée à δ′(φ′).

Démonstration. On ne démontrera que la première partie, la deuxième étant ana-
logue. On utilise la construction explicite des extensions donnée dans le §4.1. On
utilise une résolution localement libre adéquate de A′ :

A′

2

f ′

2 // A′

1

f ′

1 // A′

0

f ′

0 // A′
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L’extension de A′ par A de l’énoncé provient d’un élément de Ext1(A′, A) défini
par un morphisme f : A′

1/ Im( f ′

2)→ A. Soit µ= f ⊕ f ′

1 : A′

1/ Im( f ′

2)→ A ⊕ A′

0.

Alors on a E = (A ⊕ A′

0)/ Im(µ).
On construit maintenant le diagramme commutatif (4–2). Soit

η = (φ ◦ f )⊕ f ′

1 : A′

1/ Im( f ′

2)→ F ⊕ A′

0.

Alors on a U = (F ⊕ A′

0)/ Im(η). On définit maintenant ψ : F ⊕ E → U , c’est-
à-dire ψ : F ⊕ (A ⊕ A′

0)/ Im(µ)→ (F ⊕ A′

0)/ Im(η). On considère le morphisme

ψ0 : F ⊕ A ⊕ A′

0 −→ F ⊕ A′

0

(v, a, a′

0) 7−→ (v+φ(a), a′

0)

Il est clair qu’on a
ψ0({0} ⊕ Im(µ))⊂ Im(η).

On en déduit ψ . La vérification de la commutativité du diagramme (4–2) ainsi que
les démonstrations des autres assertions sont laissées au lecteur. �

4.4.2. Corollaire : Soient A, E , A′ des faisceaux cohérents sur X ,

0 // A // E // A′ // 0

une suite exacte, et

δ′ : Hom(A, A′)→ Ext1(A′, A′), δ : Hom(A, A′)→ Ext1(A, A)

les applications induites. Soit φ ∈ Hom(A, A′). Alors il existe un diagramme 3×3

0

��

0

��

0

��
0 // A //

��

B

��

// A

��

// 0

0 // E //

��

E ⊕ E

��

// E

��

// 0

0 // A′ //

��

B ′

��

// A′

��

// 0

0 0 0

tel que les suites exactes verticales de gauche et de droite soient identiques à la
suite exacte précédente, que la suite exacte horizontale du milieu soit triviale, que
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celle du haut soit associée à δ(φ), que celle du bas soit associée à δ′(φ), et que le
morphisme α : A → A′ induit par la seconde composante du morphisme E ⊕E →

B ′ soit égal à φ.
Réciproquement, étant donné un tel diagramme, la suite exacte horizontale du

haut est associée à δ(α) et celle du bas est associée à δ′(α).

Démonstration. On applique la proposition 4.4.1 (avec F = E) et on déduit de φ
un premier diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes :

0

��

0

��
A

��

A

��
0 // A′ // A′

⊕ E //

��

E

��

// 0

0 // A′ // B ′ //

��

A′ //

��

0

0 0

On en déduit le diagramme 3×3 du corollaire en remplaçant le morphisme A′
→ B ′

par la composée E → A′
→ B ′. Il reste á vérifier que la suite exacte horizontale

du haut est associée à δ(φ). Pour cela on déduit du diagramme 3×3 le diagramme
commutatif avec lignes et colonnes exactes

0

��

0

��
0 // A //

��

B //

��

A // 0

0 // E

��

// E ⊕ A //

��

A // 0

A′

��

A′

��
0 0

où le morphisme induit A → A′ est φ et la suite exacte horizontale du haut est celle
du diagramme 3 × 3. Toujours d’après la proposition 4.4.1, cette suite exacte est
associée à δ(φ).

Le reste du corollaire est laissé au lecteur. �
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4.5. Extensions duales.

4.5.1. Proposition : Soit

0 // E // E // F // 0

une extension de faisceaux localement libres sur X , associée à σ ∈ Ext1(F, E).
Soit

F2
f2 // F1

f1 // F0
f0 // F // 0

une résolution localement libre de F . On suppose que σ provient d’un morphisme
η : F1 → E tel que η◦ f2 = 0. Supposons qu’on ait une résolution localement libre
de E∗

D2 // D1
d1 // D0

d0 // E∗ // 0

telle qu’il existe un diagramme commutatif

0 // F∗ � �
t f0 // F∗

0

t f1 // F∗

1

D2

OO

d2 // D1

λ

OO

d1 // D0

α

OO

d0 // E∗

tη

OO

Alors le morphisme D1/ Im(d2)→ F∗ induit par λ est associé à l’extension

0 // F∗ // E∗ // E∗ // 0

duale de σ .
Il existe toujours une telle résolution localement libre de E∗.

Démonstration. Pour démontrer l’existence de la résolution donnant un tel dia-
gramme commutatif on prend le même type de résolutions que dans le §4.2. Les
constructions de la résolution et du diagramme se font pas à pas en appliquant le
théorème B de Serre.

Soit 0 → F∗
→ V → E∗

→ 0 l’extension déduite de λ. On va voir que V est
isomorphe à E∗. Rappelons les définitions de E et V . Soient

µ= η⊕ f1 : F1 → E ⊕ F0,

ν = λ⊕ d1 : D1 → F∗
⊕ D0.

Alors on a E = (E ⊕ F0)/ Im(µ) et V = (F∗
⊕ D0)/ Im(ν). Soit

I : F∗
⊕ D0 −→ E∗

⊕ F∗

0

(φ, δ0) 7−→
(
d0(δ0),

t f0(φ)−α(δ0)
)
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Il est aisé de montrer que I induit un isomorphisme I : V ' E∗. Pour achever la
démonstration on vérifie facilement qu’on a un diagramme commutatif

0 // F∗ // V

I
��

// E∗ // 0

0 // F∗ // E∗ // E∗ // 0 �

4.5.2. Remarque : On peut obtenir un diagramme comme celui de la proposition
4.5.1 pour tout morphisme D1 → F∗ représentant l’extension duale. En effet, si
ψ : D0 → F∗, on a un diagramme commutatif

0 // F∗ � �
t f0 // F∗

0

t f1 // F∗

1

D2

OO

d2

// D1

λ+ψd1

OO

d1

// D0

α+
t f0ψ

OO

d0

// E∗

tη

OO

4.6. Résolutions d’extensions. Soit

(4–3) 0 // E // E // F // 0

une extension de faisceaux cohérents sur X . Soit

· · · // E2
e2 // E1

e1 // E0
e0 // E // 0

une résolution localement libre de E . Soit

· · · // F2
f2 // F1

f1 // F0
f0 // F // 0

une résolution localement libre de F telle que (4–3) provienne d’un morphisme
σ1 : F1 → E s’annulant sur Im( f2) (§4.2). On en déduit une résolution localement
libre de E :

· · · // F2
f2 // F1

( f1,σ1)// F0 ⊕ E // E // 0

Cette résolution n’est malheureusement pas arbitrairement négative (à cause du
terme F0 ⊕ E), et ne peut donc pas être utilisée pour calculer des espaces du type
Extp(E,U), où U est un faisceau cohérent sur X . En fait seuls les éléments qui
proviennent de Extp(F,U) peuvent être construits (si p > 0). Cependant, si on
prend les Fi suffisamment négatifs, on déduit aisément de la résolution précédente
de E une nouvelle résolution

· · · // F2 ⊕ E2
δ2 // F1 ⊕ E1

δ1 // F0 ⊕ E0
δ0 // E // 0
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où δ0 est la composée

F0 ⊕ E0
(I,e0) // F0 ⊕ E // E

et δi pour i > 1 est représenté par une matrice

(4–4)
(

fi 0
θi ei

)
avec θi : Fi → Ei−1. Les θi vérifient l’équation θi fi+1 +eiθi+1 = 0 pour i ≥ 1. Si
les résolutions de E et F sont adéquates, tout élément u de Extp(E,U) peut être
représenté par un morphisme (φp, εp) : Fp⊕E p →U s’annulant sur Im(δp+1), et u
provient de Extp(F,U) si et seulement si on peut le représenter par un morphisme
tel que εp = 0. En général l’image de u dans Extp(E,U) est représentée par
εp : E p → U.

On a une suite exacte de complexes

· · · // E2
e2 //

_�

��

E1
e1 //

_�

��

E0
e0 //

_�

��

E //
_�

��

0

· · · // F2 ⊕ E2
δ2 //

����

F1 ⊕ E1
δ1 //

����

F0 ⊕ E0
δ0 //

����

E //

����

0

· · · // F2
f2 // F1

f1 // F0
f0 // F // 0

Réciproquement, si on a une suite exacte du type précédent, les morphismes δi

sont définis par des matrices de la forme (4–4), avec θi : Fi → Ei−1, et (θi )i≥1

définit un élément de Ext1(F, E) qui est celui qui est associé à l’extension de F
par E induite par la suite exacte de complexes.

5. Faisceaux réguliers

Soit X une variété algébrique projective lisse et irréductible.

5.1. Définition des faisceaux réguliers.

5.1.1. Définition : Soit F un faisceau cohérent X . On dit que F est régulier si

(i) F est sans torsion,

(ii) F∗∗ est simple et 2-lisse (Définition 2.3.1), et

(iii) Si F n’est pas localement libre, F∗∗/F est parfait de codimension 2 (§2.7).

5.1.2. Remarques : 1 – La simplicité de F∗∗ entraîne celle de F .
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2 – Si X est une surface, on voit aisément en utilisant la dualité de Serre que la 2-
lissité de F∗∗ entraîne celle de F , et que la condition (iii) est une conséquence
de (i). La définition d’un faisceau régulier est donc plus simple dans ce cas :
c’est un faisceau isomorphe au noyau d’un morphisme E → T , où T est un
faisceau de dimension 0 et E un fibré vectoriel simple et 2-lisse.

5.1.3. Lemme : Soient F un faisceau régulier non localement libre sur X et T =

F∗∗/F . Alors on a un diagramme commutatif canonique avec lignes exactes

0 // Hom(F∗∗, T )/End(T ) //
_�

��

Ext1(F∗∗, F)/(End(T )/C)
_�

��
0 // Hom(F, T ) // Ext1(F, F)

Démonstration. On déduit de la suite exacte 0 → F → F∗∗
→ T → 0 un dia-

gramme commutatif

0

��

C
_�

��
End(T ) ' //

��

Ext1(T, F)

��
Hom(F∗∗, T ) //

��

Ext1(F∗∗, F)

��
Hom(F, T ) // Ext1(F, F)

dont découle aisément le lemme. �

Soit F un faisceau régulier sur X . On notera T (F)= F∗∗/F et

D(F) = Ext1(F∗∗, F)/(End(T )/C)+ Hom(F, T ) ⊂ Ext1(F, F).

On va voir dans 5.2 que D(F) correspond aux déformations de F obtenues en
déformant F∗∗, T et le morphisme surjectif F∗∗

→ T .

5.2. Déformations de faisceaux réguliers. Soit X une variété algébrique projec-
tive lisse et connexe. Soient T une famille de faisceaux parfaits de codimension 2
sur X , paramétrée par une variété algébrique irréductible Y et F une famille de fais-
ceaux localement libres sur X paramétrée par une variété algébrique irréductible Z
(voir le §2.6). On note pY :Y ×Z →Y , pZ :Y ×Z → Z , pY×Z :Y ×Z ×X →Y ×Z
les projections. On suppose que les propriétés suivantes sont vérifiées :
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(i) Pour tous points fermés y de Y et z de Z , dim Hom(Fz,Ty) est invariant par
déformations de Fz et Ty .

(ii) Si Y n’est pas réduite, pour tout y ∈ Y , Ty est 2-lisse.

(iii) Pour tout z ∈ Z , Fz est simple et 2-lisse.

5.2.1. Lemme : Le faisceau cohérent H = pY×Z∗

(
Hom(p]Y (F), p]Z (T))

)
sur Y ×Z

est localement libre.

Démonstration. La dimension de Hom(Fz,Ty) ne dépend pas des points y de Y et
z de Z d’après (i). Donc si Y et Z sont réduites H est bien localement libre (voir
par exemple [Hartshorne 1977, cor. II.12.9]). Supposons que Y soit non réduite.
Pour voir que H est localement libre on montre que c’est le cas au voisinage de
toute paire de points fermés (y, z). On utilise des déformations semi-universelles
de Ty et Fz (voir le §3.1). Elles sont paramétrées par des germes lisses Uy et Vz

respectivement (car Fz est lisse et Ty aussi d’après (ii)). Le faisceau H′ analogue à
H sur Uy ×Vz est alors localement libre. Il en est donc de même de H au voisinage
de (x, y) puisque que c’est l’image réciproque de H′ par le morphisme universel
Y × Z → Uy × Vz défini au voisinage de (y, z). Dans le cas où est Y est réduite,
il suffit de considérer une déformation semi-universelle de Fz . �

On note H0 l’ouvert de H (vu comme fibré vectoriel sur Y × Z ) constitué des
morphismes surjectifs Fz → Ty . Si p désigne la projection H0

→ Y × Z on a
donc un morphisme universel surjectif de faisceaux sur H0

× X

p](p]Z (F))→ p](p]Y (T))

dont le noyau G est une famille de faisceaux réguliers sur X .
Soient P(H0) l’ouvert du fibré en espaces projectifs P(H) constitué des points

au dessus de H0 et q : P(H0)→ Y × Z , pP : P(H0)× X → P(H0) les projections.
On a comme précédemment un morphisme universel surjectif de faisceaux sur
P(H0)× X

q](p]Z (F))⊗ p∗

P(OP(H)(−1))→ q](p]Y (T))

dont le noyau G′ est une famille de faisceaux réguliers sur X .

5.2.2. Proposition : Soit h un point fermé de H0, au dessus de (y, z) ∈ Y × Z .

1 – Le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaïra–Spencer

ωh : T Hh → Ext1(Gh,Gh)

est à valeurs dans D(Gh).

2 – Si T, F sont des déformations complètes de Ty , Fz respectivement, l’image
de ωh est égale à D(Gh).
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Cette proposition est une conséquence immédiate des deux lemmes qui suivent.
Soient Hy

= H|{y}×Z , Gy
= G|Hy , Hz

= H|Y×{z}, Gz
= G|Hz . Soient

ω
y
h : T H

y
h → Ext1(Gh,Gh), ωz

h : T Hz
h → Ext1(Gh,Gh)

les morphismes de déformation infinitésimale de Kodaïra–Spencer de Gy , Gz res-
pectivement, au point h, qui sont des restrictions de ωh . Soient enfin

ωz : T H
y
h → Ext1(Fz,Fz), ωy : T Hz

h → Ext1(Ty,Ty)

les morphismes de déformation infinitésimale de Kodaïra–Spencer de p]Z (F) et
p]Y (T) respectivement, au point h.

5.2.3. Lemme : (i) L’application ωy
h est à valeurs dans le sous-espace vectoriel

Ext1(G∗∗

h ,Gh)/(End(Ty)/C) de Ext1(Gh,Gh).

(ii) La composée

T H
y
h

ω
y
h // Ext1(G∗∗

h ,Gh)/(End(Ty)/C) // // Ext1(G∗∗

h ,G∗∗

h )

est égale à ωz .

(iii) L’image de ωy
h est exactement Ext1(G∗∗

h ,Gh)/(End(Ty)/C) si F est une dé-
formation complète de Fz .

Démonstration. Démontrons (i). Soit φ : Z2 → Hy le morphisme correspondant à
un élément u de T H

g
h . On a une suite exacte sur Hy

× X

0 // Gy // p]Z (F)
// p∗

X (Ty) // 0

(où pZ : Hy → Z et pX : Hy → X sont les projections). On en déduit la suite
exacte

0 // φ](Gy) // φ](p]Z (F))
// p∗

X (Ty) // 0

sur Z2 × X . En projetant sur X on obtient le diagramme 3 × 3 suivant :

Gh
� � //

_�

��

U
_�

��

// // Gh
_�

��
Fz

� � //

����

V

����

// // Fz

����
Ty

� � // Ty ⊕ Ty // // Ty

où U = pX∗(φ
](p]Z (G

y))) et V = pX∗(φ
](p]Z (F))).

Dans le diagramme 3×3 précédent on a Ty ⊕Ty = pX∗(p∗

X (Ty)) , et la suite
exacte horizontale du bas est la suite exacte triviale. L’élément de Ext1(Gh,Gh)
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associé à la suite exacte horizontale du haut n’est autre queωy
h(u), d’après le §3.2.6.

Soit V′
⊂ V le sous-faisceau image inverse du second facteur Ty par le morphisme

V → Ty ⊕ Ty . On a un diagramme commutatif canonique avec lignes exactes

0 // Gh // U //

��

Gh //
_�

��

0

0 // Gh // V′ // Fz // 0

Soit η l’élément de Ext1(Fz,Gh) = Ext1(G∗∗

h ,Gh) correspondant à la suite
exacte du bas. Alors le diagramme commutatif précédent montre que ωy

h(u) est
l’image de η par l’application

Ext1(G∗∗

h ,Gh)→ Ext1(Gh,Gh)

provenant de l’inclusion Gh ⊂ G∗∗

h . Ceci démontre (i).
Pour démontrer l’assertion (ii), on remarque que ωz(u) n’est autre que l’ex-

tension horizontale du milieu du diagramme 3 × 3 précédent, et (ii) découle du
diagramme commutatif avec lignes exactes

0 // Gh
_�

��

// V′ //
_�

��

Fz // 0

0 // Fz // V // Fz // 0

Pour démontrer (iii) on se restreint à l’ouvert U de Hom(Fz,Ty) correspondant
aux morphismes surjectifs. On montre que la restriction de ωy

h à T Uh est à valeurs
dans

Hom(Fz,Ty) ⊂ Ext1(G∗∗

h ,Gh)/(End(Ty)/C)

et que c’est même l’identité de Hom(Fz,Ty). On en déduit (iii) à l’aide de (ii). �

5.2.4. Lemme : (i) L’application ωz
h est à valeurs dans le sous-espace vectoriel

Hom(Gh,Ty) de Ext1(Gh,Gh).

(ii) La composée

T Hz
h

ωz
h // Hom(Gh,Ty) // // Ext1(Ty,Ty)

est égale à ωy .

(iii) L’image de ωz
h est exactement Hom(Gh,Ty) si T est une déformation com-

plète de Ty .
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Démonstration. La démonstration de (i) est analogue à celle du (i) du lemme 5.2.3.
On aboutit à un diagramme 3 × 3

Gh
� � //

_�

��

U
_�

��

// // Gh
_�

��
Fz

� � //

����

Fz ⊕ Fz

����

// // Fz

����
Ty

� � // W // // Ty

où la suite exacte horizontale du haut est associée à ωz
h(u). On en déduit un dia-

gramme commutatif avec lignes exactes

0 // Gh
_�

��

// U //

��

Gh // 0

0 // Fz // Fz ⊕ Gh // Gh // 0

qui montre que l’image de ωz
h dans Ext1(Gh,Fz) = Ext1(Gh,G∗∗

h ) est nulle, et
donc que ωz

h(u) provient de Hom(Gh,Ty).
L’assertion (ii) est une conséquence du corollaire 4.4.2 et (iii) se démontre

comme le (iii) du lemme 5.2.3. �

On a des résultats analogues à la proposition 5.2.2 et aux lemmes 5.2.3 et 5.2.4,
en remplaçant H0 et G par P(H0), G′ respectivement.

5.3. Faisceaux réguliers sur les surfaces.
5.3.1. Proposition : On suppose que X est une surface. Soient F un faisceau ré-
gulier non localement libre sur X , et T = F∗∗/F .

Soient
η : Ext1(F, F∗∗)→ Ext1(F, T )' Ext2(T, T ),

λ : Ext2(T, F∗∗)→ Ext2(T, T )

les applications induites par π . Alors l’image de η est Ad2(T ) et λ est surjective.
On pose B(F)= ker(η). Alors on a un diagramme 3 × 3 canonique

Hom(F∗∗, T )/End(T ) � � //
_�

��

Ext1(F∗∗, F)/(End(T )/C)
_�

��

// // Ext1(F∗∗, F∗∗)
_�

��
Hom(F, T ) � � //

����

Ext1(F, F)

����

// // B(F)

����
Ext1(T, T ) � � // Ext2(T, F) // // ker(λ)
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Démonstration. On a un diagramme

Ext1(F, F∗∗)
η // Ext1(F, T ) //

'

��

Ext2(F, F)

tr2(F)
��

Ext2(T, T )
tr2(T ) // H 2(OX )

où la ligne du haut est exacte et le carré est anticommutatif (§2.3). Puisque tr2(F)
est un isomorphisme on a Im(η) = ker(tr2(T )). La seconde assertion découle du
fait que coker(λ)⊂ Ext3(T, F).

Montrons maintenant que l’application Ext1(F, F)→ Ext2(T, F) est surjective.
On a une suite exacte

Ext1(F, F) // Ext2(T, F) // Ext2(F∗∗, F)
φ // Ext2(F, F)

donc il suffit de montrer que φ est injective, et c’est immédiat en utilisant la dualité
de Serre et la lissité de F et F∗∗.

Le reste du proposition 5.3.1 découle aisément du lemme 5.1.3 et du diagramme
commutatif avec lignes et colonnes exactes suivant :

Ext1(T, F) //

��

{0} = Ext1(T, F∗∗)

��
Ext1(F∗∗, F) //

��

Ext1(F∗∗, F∗∗)

��

// {0} = Ext1(F∗∗, T )

��
Ext1(F, F) //

��

Ext1(F, F∗∗)
η //

��

Ext1(F, T ) //

'

��

Ext2(F, F)

Ext2(T, F) //

��

Ext2(T, F∗∗)
λ //

��

Ext2(T, T )

��tr2(T )uukkkkkkkkkkkkkk

0 Ext2(F∗∗, F∗∗)= H 2(OX ) {0} = Ext2(F∗∗, T ) �

5.3.2. Remarque : On voit que λ ne peut être bijective que si F est de rang 1. Donc
si rg(F) > 1, on a D(F) 6= Ext1(F, F). On retrouve le fait bien connu que sur une
surface les faisceaux sans torsion de rang supérieur à 1 peuvent être déformés en
faisceaux localement libres.

5.3.3. Déformation des faisceaux réguliers sur les surfaces. La condition (i) du
§5.2 est toujours vérifiée. Soient k > 0 un entier, Xk l’ouvert de Hilbk(X) corres-
pondant aux sous-schémas constitués de k points distincts et Uk ⊂ X k l’ouvert au
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dessus de Xk . On suppose que Y = Uk , T étant le faisceau universel évident. Pour
1 ≤ i ≤ k, soient pi : Uk → X la i-ème projection, et Fi = (IZ × pi )

∗(F). Soit
enfin

W = P(F∗

1)×Uk×Z · · · ×Uk×Z P(F∗

k).

Pour tous (xi ) ∈ Uk et z ∈ Z , la fibre de W au dessus de ((xi ), z) est

P(F∗

z,x1
)× · · · × P(F∗

z,xk
).

Pour 1 ≤ i ≤ k, on note πi : W × X → P(Fi ) la i-ème projection. Soient pZ la
projection W → Z et pU la projection W → Uk . Alors on a un morphisme surjectif
évident

p]Z (F)⊗π∗

1 (OP(F∗

1)
(−1))⊗ · · · ⊗π∗

k (OP(F∗

k )
(−1))→ p]U (T).

Son noyau V est une famille de faisceaux réguliers.
Soit6k le groupe des permutations de {1, . . . , k}. On considère l’action évidente

de 6k sur Uk , W et V. Soient W = W/6k , V = V/6k , qui est une famille de
faisceaux réguliers paramétrée par W . Le résultat suivant découle aisément de la
construction de V :

5.3.4. Proposition : Pour tout point w de W , le morphisme de déformation infini-
tésimale de Kodaïra–Spencer

ωw : T Ww → Ext1(Vw,Vw)

est injectif et a pour image D(Vw).

Soient F un faisceau régulier tel qu’il existe w ∈ W tel que Vw ' F , U une
déformation semi-universelle de F paramétrée par un germe (S, s0) et f : (V, w)→
(S, s0) un morphisme défini par U (V étant un voisinage adéquat de w dans W ).
Alors l’image de f dans S ne dépend que de F et de U, on la note D(U, F). Plus
précisément, si U′ est une autre déformation semi-universelle de F , paramétrée
par un germe (S′, s ′

0), et si φ : (S′, s ′

0) → (S, s0) est un isomorphisme tel que
φ](U) ' U′, on a φ(D(U′, F)) = D(U, F). L’espace tangent de D(U, F) en s0

est D(F).
Soient T une variété algébrique, t un point fermé de T , E un faisceau cohérent

sur T × X , plat qur T et tel que Et ' F . On dit que E est une déformation régulière
de F en t si un morphisme ψ : (T, t) → (S, s0) tel que ψ](U) ' E est à valeurs
dans D(U, F). On montre aisément que E est une déformation régulière de F
en t si et seulement si il existe un ouvert U de T contenant t tel que E∗

U×X soit
localement libre. Si c’est le cas on peut choisir U de telle sorte qu’il existe un
unique morphisme 9 : U → W tel que 9](V) ' EU×X . C’est pourquoi on peut
dire que W , munie de V, est une sorte de variété de modules de faisceaux réguliers.
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5.4. Faisceaux réguliers sur les variétés de dimension supérieure à 2.

5.4.1. Proposition : On suppose que

Ext1(F∗∗, T )= Ext2(F∗∗, T )= Hom(F∗, T̃ )= {0}.

Alors on a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes

Hom(F∗∗, T )/End(T ) � � //
_�

��

Ext1(F∗∗, F)/(End(T )/C) // //
_�

��

Ext1(F∗∗, F∗∗)

'

��
Hom(F, T ) � � //

����

Ext1(F, F) // //

����

Ext1(F, F∗∗)

Ext1(T, T )
' // Ext2(T, F)

On a donc Ext1(F, F)= D(F), et toute déformation de F s’obtient en déformant
F∗∗, T et le morphisme surjectif F∗∗

→ T .

Démonstration. Le seul point non immédiat est la surjectivité des morphismes α :

Ext1(F, F)→ Ext1(F, F∗∗) et β : Ext1(F, F)→ Ext2(T, F). En ce qui concerne
le premier on a une suite exacte

Ext1(F, F)
α // Ext1(F, F∗∗)

η // Ext1(F, T )

et il suffit de montrer que η = 0. Cela découle du carré commutatif

Ext1(F∗∗, F∗∗) //

'

��

Ext1(F∗∗, T )= {0}

��
Ext1(F, F∗∗)

η // Ext1(F, T )

où la flèche de gauche est un isomorphisme parce que Ext1(T,F∗∗) et Ext2(T,F∗∗)

sont triviaux. On a une suite exacte

Ext1(F, F)
β // Ext2(T, F) // Ext2(F∗∗, F)

γ // Ext2(F, F)

et il suffit de montrer que γ est injective. Cela découle du diagramme commutatif

Ext2(F∗∗, F)

γ

��

' // Ext2(F∗∗, F∗∗)
_�

��
Ext2(F, F) // Ext2(F, F∗∗)
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où la flèche du haut est un isomorphisme parce que Ext1(F∗∗, T )=Ext2(F∗∗, T )=
{0}, et celle de droite une inclusion parce que Ext2(T, F∗∗)= {0}. �

On se place dans la situation du §5.2, les conditions (i)–(iii) étant vérifiées. On
déduit aisément de la proposition 5.4.1 les deux résultats suivants :

5.4.2. Proposition : Soient h un point fermé de H0, au dessus de (y, z) ∈ Y × Z
et q le point correspondant de P(H0). On suppose que H 0(Fz ⊗ T̃y)= {0}, et que
T, F sont des déformations complètes de Ty , Fz , respectivement. Alors on a

(i) G et G′ sont déformations complètes de Gh et G′
q respectivement.

(ii) Si de plus Y est réduite en y, la base d’une déformation semi-universelle de
Gh est aussi réduite.

(iii) Si Ty est simple et Y réduite en y, et si F, T sont des déformations semi-
universelles de Fz , Ty , alors G′ est une déformation semi-universelle de G′

q .

5.4.3. Corollaire : On suppose que Y munie de T et Z munie de F sont des variétés
de modules fins (§2.6), que Y est réduit et que pour tout y ∈ Y le faisceau Ty est
simple. Alors P(H0) muni de G′ est une variété de modules fins. En particulier les
faisceaux G′

q , q ∈ P(H0), constituent un ensemble ouvert.

5.4.4. Exemples sur P3. Soient V un C-espace vectoriel de dimension 4 et P3 =

P(V ). Soient Y0 un ouvert lisse d’une composante irréductible d’un schéma de
Hilbert de courbes sur P3, constitué de courbes lisses et irréductibles et C → Y0

la courbe universelle. Soient d le degré des courbes de Y0 et g leur genre. Soit
m un entier tel que 1 − g + m et d soient premiers entre eux. Soit Jm

→ Y0 la
jacobienne relative de degré m. D’après [Mestrano et Ramanan 1985] il existe un
fibré de Poincaré Jm sur Jm

×Y0 C. On peut voir Jm comme un famille de faisceaux
parfaits de codimension 2 sur P3 paramétrée par Jm . C’est même une variété de
modules fins.

Soient d’autre part M une variété de modules fins de fibrés vectoriels simples
et 2-lisses sur P3, F le fibré universel associé. Les conditions (i)–(iii) du §5.2 et
celles des propositions 5.4.1 et 5.4.2 sont vérifiées si m � 0. Dans ce cas, d’après
le corollaire 5.4.3, P(H0) muni de G′ est une variété de modules fins, constituée
de faisceaux réguliers non localement libres.

Par exemple on prend pour Y0 la grassmannienne des droites de P3. Le fibré
de Poincaré Jm existe quelque soit m. Soit M(2; 0, 1, 0) la variété de modules
des faisceaux semi-stables de rang 2 et de classes de Chern 0,1,0 sur P3. Soit M
l’ouvert de M(2; 0, 1, 0) correspondant aux faisceaux localement libres (ce sont
les fibrés de corrélation nulle) [Okonek et al. 1980, 4.3, ex. 3]. Alors M est cano-
niquement isomorphe au complémentaire de la grassmannienne des droites de P3

dans P(
∧2V ∗) et il existe un fibré universel F sur M × P3. Alors les conditions

(i)–(iii) du §5.2 et celles des propositions 5.4.1, 5.4.2 sont vérifiées dès que m ≥ 0.
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Si on prend pour M la variété de modules fins constituée du seul fibré O, toutes
les hypothèses de la proposition 5.4.1 ne sont pas vérifiées (h0(Õ`)=h0(O`(2)) 6=0)
mais on a quand même D(I`)= Ext1(I`,I`).

6. Extensions larges – Définition

Soient X une variété algébrique projective lisse connexe, OX (1) un fibré en
droites très ample sur X .

6.1. Motivation. Soient E0 un faisceau localement libre, F un faisceau régulier
sur X , non localement libre, et n un entier. On considère des extensions

(L) 0 // E // E // F // 0

avec E = E0(n). Soit T = F∗∗/F .

6.1.1. Lemme : Il existe un entier n0 tel que si n ≥ n0, les propriétés suivantes
soient vérifiées :

1 – On a Exti (F∗∗, E)= {0} pour i ≥ 1 et Exti (F, E)= {0} pour i ≥ 2.

2 – On a Exti (E, F∗∗)= {0} pour i < dim X .

3 – On a Ext1(F ′, E)= {0} pour toute déformation localement libre F ′ de F .

Démonstration. Cela découle du théorème B de Serre. Que Exti (F, E) est nul si
i ≥ 2 découle du lemme 2.7.2 : on choisit d’abord n0 suffisamment grand pour
qu’on ait Exti (F∗∗, E) = 0 pour i ≥ 1, et on obtient alors des isomorphismes
Exti (F, E) ' Exti+1(T, E) pour i ≥ 2, et Exti+1(T, E) est nul si n0 est assez
grand. �

Le dernier énoncé du lemme montre que les extensions non triviales de F par
E proviennent essentiellement des singularités de F . On a d’ailleurs d’après le
lemme précédent des isomorphismes canoniques

Ext1(F, E) ' Ext2(T, E) ' H 0(E ⊗ω−1
X ⊗ T ∨).

6.1.2. Lemme : Soit σ ∈Ext1(F, E) et 0→ E →E→ F →0 l’extension associée.
Alors E est localement libre si et seulement si le morphisme E∗

→ T (F)∨ ⊗ω−1
X

associé à σ est surjectif .

Démonstration. Ce résultat est analogue au lemme 5.1.2 de [Okonek et al. 1980]
et se démontre de la même façon. �

6.2. Dualité et définition des extensions larges. On considère encore une exten-
sion de la forme (L), où E est localement libre. On en déduit la suite exacte

0 // F∗ // E∗ // E∗ // Ext1(F,OX )' T ∨
⊗ω−1

X
// 0.
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Le morphisme surjectif précédent φ : E∗
→ T ∨

⊗ω−1
X est exactement l’élément de

Ext1(F, E)' Hom(E∗, T̃ ⊗ω−1
X ) associé à λ (lemme 6.1.2). On pose G = ker(φ),

donc G∗∗/G = T ∨
⊗ω−1

X . On a alors E ' G∗. L’extension (L) s’écrit donc

0 // G∗ // E // F // 0

et on obtient aussi l’extension supplémentaire

(L∗) 0 // F∗ // E∗ // G // 0.

L’extension (L) est entièrement déterminée par les fibrés vectoriels F∗, G∗, le
faisceau parfait T et deux morphismes surjectifs : celui qui définit F , τ : F∗∗

→ T ,
et celui provenant de l’élément σ de Ext1(F, E) associé à (L),

φ : G∗∗
→ T ∨

⊗ω−1
X .

De la même manière l’extension (L∗) est entièrement déterminée par les fibrés
vectoriels F∗, G∗, le faisceau parfait T̃ = T ∨

⊗ω−1
X et deux morphismes surjec-

tifs : celui qui définit G, τ ∗
: G∗∗

→ T̃ , et celui provenant de l’élément σ ∗ de
Ext1(G, F∗) associé à (L∗),

φ∗
: F∗∗

→ T̃ ∨
⊗ω−1

X = T .

6.2.1. Proposition : Les morphismes qui correspondent à (L) et (L∗) sont les
mêmes : on a

τ ∗
= φ, φ∗

= τ.

Démonstration. Cela découle aisément de l’associativité des Ext. �

6.2.2. Définition : On appelle extension large une extension

0 // G∗ // E // F // 0

comme précédemment, l’extension associée

0 // F∗ // E∗ // G // 0

étant appelée extension duale, telle que les propriétés du lemme 6.1.1 soient véri-
fiées, c’est-à-dire

Exti (F∗∗,G∗) = {0} si i ≥ 1,

Exti (F,G∗) = Exti (G, F∗) = {0} si i ≥ 2,

Exti (G∗, F∗∗) = {0} si i < dim X,

et que :

(1) E est localement libre.

(2) F et G sont réguliers.
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On appelle aussi extensions larges les fibrés vectoriels E.

Examinons maintenant comment on peut construire des extensions larges. Soient
G0, F0 des faisceaux localement libres et T0 un faisceau parfait sur X . On suppose
que pour p � 0 il existe des morphismes surjectifs F0 → T0(p), G0 → T̃0(p).
Alors, si n � m � 0, il existe des morphismes surjectifs

π : F0 → T0(m), ρ : G0(−n)→ T̃0(−m)

définissant une extension large, avec F = ker(π), G = ker(ρ) et T = T0(m).

6.3. Exemples.

6.3.1. Fibrés instables de rang 2 sur une surface. On suppose que X est une sur-
face. Soient Y ⊂ X un sous-schéma de dimension 0 et IY le faisceau d’idéaux
de Y .

Soient L0, L1 des fibrés en droites sur X tels que

h1(L∗

0 ⊗ L∗

1)= h2(L∗

0 ⊗ L∗

1)= h0(L0 ⊗ L1)

= h1(L0 ⊗ L1)= h0(L0 ⊗ L1 ⊗ IY ⊗ωX )= 0.

Alors il existe des extensions larges

0 // L∗

0
// E // L1 ⊗ IY // 0.

En particulier, soit m > 0 un entier tel que

h0(IY ⊗ωX (−m))= h1(OX (m))= h2(OX (m))= h1(OX (−m))= {0}.

Alors il existe des extensions larges

0 // OX (m) // E // IY // 0.

Le cas de P2 est étudié dans [Strømme 1983a]. Dans ce cas la seule condition est
m > 0.

6.3.2. Fibrés instables de rang 2 sur une variété de dimension n > 2. Soit n la
dimension de X . Soit Y ⊂ X une sous-variété fermée localement intersection
complète, de faisceau d’idéaux IY , L0, L1 des fibrés en droites sur X tels que
L0 ⊗ L1 ' det NY/X (NY/X désignant le fibré normal de Y ). On suppose que

hi (L∗

0 ⊗ L∗

1)= 0 si i ≥ 1,

hi (L0 ⊗ L1)= 0 si i < n,

hi (L0 ⊗ L1 ⊗ IY ⊗ωX )= 0 si i ≤ n − 2.

Alors il existe des extensions larges

0 // L∗

0
// E // L1 ⊗ IY // 0.
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Si Y est irréductible, il existe essentiellement une seule telle extension.

En particulier, soit m > 0 un entier tel que

hi (OX (m))= 0 si i ≥ 1,

hi (OX (−m))= 0 si i < n,

hi (IY ⊗ωX (−m))= 0 si i ≤ n − 2.

Alors il existe des extensions larges

0 // OX (m) // E // IY // 0.

Dans le cas de Pn la seule condition est m > 0. Précisons que l’existence des
sous-variétés Y n’est pas assurée si n > 3, car l’hypothèse det(NY/X ) ' OX (−m)
entraîne que Y ne peut pas être une intersection complète. On conjecture en fait
qu’il n’existe pas de telles Y si n ≥ 5 [Hartshorne 1977].

6.3.3. Fibrés de rang élevé sur P2. Soit E un fibré exceptionnel sur P2 (§2.8).
Soient m ≥ 1, r ≥ 2, c1, c2 des entiers et tels que

µ(E) <
c1

r
< µ(E)+ xE

et que les faisceaux cohérents E ′ de rang r et de classes de Chern c1, c2 vérifient
l’équation χ(E ′, E) = 0. Soit T un faisceau de dimension 0 tel qu’il existe des
morphismes surjectifs E → T et O ⊗ Cr

→ T . D’après [Drézet 1999, prop. 3.6],
il existe des fibrés stables E ′ de rang r et de classes de Chern c1, c2 tels que
Ext1(E, E ′)= {0}. Alors il existe des extensions larges

0 // G∗ // E // F // 0

avec G et F noyaux des morphismes surjectifs E ′∗
→ T̃ et E → T , respectivement.

Dans la figure 3 on a représenté la position du point de R2 correspondant aux
fibrés E ′.

Rappelons qu’on dit qu’un faisceau cohérent F sur P2 est prioritaire s’il est
sans torsion et qu’on a Ext2(F,F(−1))= {0} [Hirschowitz et Laszlo 1993]. Il est
facile de voir que le faisceau E précédent est prioritaire. On a de plus µ(E) <
µ(E) < µ(F ′). D’autre part, on a

1(E) = C +
h0(T )

rg(E)+ r
,

avec

C =
1

rg(E)+ r

(
c2 + c2(E)+ c1c1(E)−

rg(E)+ r − 1
2(rg(E)+ r)

(c1 + c1(E))2
)
.
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1

1
2

χ(X,E)=0 χ(X,E)=0

E ′
=G∗

E=F∗∗

µ(E)µ(E)− xE µ(E)+ xE µ

FIG. 3. Position de E ′ dans le plan de coordonnées (µ,1)

Donc si h0(T ) est suffisamment grand, le point du plan R2 correspondant à E se
trouve au dessus du graphe de la fonction 1= δ(µ) (§2.8). Puisque le champ des
faisceaux prioritaires est irréductible d’après [Hirschowitz et Laszlo 1993], cela
entraîne que E se déforme en fibrés stables. Dans ce cas les déformations de E ne
sont pas des extensions larges du même type (voir §9.3).

6.4. Construction des extensions larges. On refait maintenant les constructions
précédentes dans un ordre différent. On considère des fibrés vectoriels F, G, et un
faisceau parfait T sur X . On pose

T̃ = Ext2(T,OX ) ' T ∨
⊗ω−1

X .

La transposition définit un isomorphisme canonique End(T )' End(T̃ ). Soient

π : F → T, ρ : G → T̃

des morphismes surjectifs. On pose F = ker(π), G = ker(ρ), de telle sorte que
F = F∗∗, G = G∗∗. On se place dans le cas où, comme dans le §6.2, π et ρ
définissent une extension large

(L) 0 // G∗
i // E

p // F // 0

associée à σ ∈ Ext1(F,G∗) et l’extension duale

(L∗) 0 // F∗
t p // E∗

t i // G // 0

associée à σ ∗
∈ Ext1(G, F∗). Rappelons qu’on a des isomorphismes canoniques

δ(π) : Ext1(G,OX )→ T, δ′(ρ) : Ext1(F,OX )→ T̃
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provenant des suites exactes

0 // F // F
π // T // 0, 0 // G // G

ρ // T̃ // 0

et des isomorphismes T̃ ' Ext2(T,OX ), T ' Ext2(T̃ ,OX ).
D’après le §4.2 il existe une résolution localement libre de F

· · · // F2
f2 // F1

f1 // F0
f0 // F // 0

et une résolution localement libre de G

· · · // G2
g2 // G1

g1 // G0
g0 // G // 0

telles que (L) provienne d’un morphisme σ1 : F1 → G∗ s’annulant sur l’image de
f2, et que (L∗) provienne d’un morphisme σ ∗

1 : G1 → F∗ s’annulant sur l’image
de g2.

On retrouve les données de départ à partir de σ1, σ ∗

1 de la façon suivante : on a
un isomorphisme canonique

Ext1(G,OX ) ' ker(tg2)/ Im(tg1),

tσ ∗

1 est à valeurs dans ker(tg2) et π n’est autre que la composée

F∗∗

tσ ∗

1 // ker(tg2) // // ker(tg2)/ Im(tg1).

On retrouve de même ρ à partir de σ1.
On obtient alors des résolutions localement libres de E et E∗

· · · // F2
f2 // F1

( f1,σ1) // F0 ⊕ G∗ // E // 0,

· · · // G2
g2 // G1

(g1,σ
∗

1 )// G0 ⊕ F∗ // E∗ // 0.

On a des diagrammes commutatifs

F0 ⊕ G∗ // //

f0

## ##FFFFFFFFF
E

p
����

F

F0 ⊕ G∗ // // E

G∗
R2

tg0

ccHHHHHHHHH
?�

i

OO

et des diagrammes analogues pour E∗.
On déduit des résolutions précédentes de E et E∗ la suite exacte

· · · // F2
f2 // F1

( f1,σ1) // F0 ⊕ G∗ θ // F∗∗
⊕ G∗

0

tσ ∗

1 +
tg1 // G∗

1
// G∗

2
// · · ·
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Des diagrammes commutatifs précédents on déduit que θ est de la forme

θ =

(
f0 0

−α tg0

)
,

avec α : F0 → G∗

0. De l’exactitude de la suite précédente on déduit le diagramme
commutatif suivant :

F2
f2 //

��

F1
f1 //

σ1

��

F0
f0 //

α

��

F //

tσ ∗

1
��

0

��
0 // G∗

tg0 // G∗

0

tg1 // G∗

1

tg2 // G∗

2

On obtient de même le diagramme dual

G2
g2 //

��

G1
g1 //

σ ∗

1
��

G0
g0 //

tα
��

G //

tσ1
��

0

��
0 // F∗

t f0 // F∗

0

t f1 // F∗

1

t f2 // F∗

2

Ces diagrammes induisent des morphismes de résolutions de T et T̃ :

F2
f2 //

��

F1
f1 //

σ1

��

F0
f0 //

α

��

F∗∗ π //

tσ ∗

1
��

T

0 // G∗
tg0 // G∗

0

tg1 // ker(tg2)
π ′

// T

G2
g2 //

��

G1
g1 //

σ ∗

1
��

G0
g0 //

tα
��

G∗∗
ρ //

tσ1
��

T̃

0 // F∗
t f0 // F∗

0

t f1 // ker(t f2)
ρ′

// T̃

Ces résolutions permettent d’expliciter partiellement les isomorphismes

Ext2(T,W )' Hom(W ∗, T̃ ), Ext2(T̃ ,W )' Hom(W ∗, T ),

W étant un fibré vectoriel sur X . Soit µ : F1 → W un morphisme s’annulant sur
Im( f2). Ce morphisme définit un élément u de Ext2(T,W ) d’après la résolution
précédente de T . Le morphisme tµ : W ∗

→ F∗

1 est à valeurs dans ker(t f2), et la
composition avec le morphisme ker(t f2)→ T̃ du diagramme précédent donne le
morphisme W ∗

→ T̃ associé à u.
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7. Propriétés des extensions larges

On utilise ici les notations et résultats du chapitre 6, et plus particulièrement
ceux du §6.4. On considère donc une extension large

(L) 0 // G∗ i // E
p // F // 0

et le sujet principal de ce chapitre est l’étude de la structure de Ext1(E,E) induite
par la suite exacte précédente et la suite exacte duale.

7.1. L’application canonique End(T ) → Ext1(E,E). Examinons les actions de
Aut(T ) = Aut(T̃ ) sur Ext1(F,G∗) et Ext1(G, F∗). Ces actions proviennent res-
pectivement des isomorphismes canoniques

Ext1(F,G∗)' Hom(G∗∗, T̃ ) et Ext1(G, F∗)' Hom(F∗∗, T ).

Soit θ ∈ Aut(T ). Alors on a δ′(tθ ◦ρ)= θ−1
◦ δ′(ρ) et δ(θ−1

◦π)= tθ ◦ δ(π).
Il en découle que

δ′(tθ ◦ ρ)−1
◦ θ−1

◦π = δ′(ρ)−1
◦π,

δ(θ−1
◦π)−1

◦
tθ ◦ ρ = δ′(ρ)−1

◦π.

On en déduit que les morphismes σ1, σ ∗

1 , α correspondant à (θ−1
◦π, tθ ◦ρ) sont

les mêmes que ceux qui correspondent à (π, ρ).
Soient

ξ0 : End(T̃ )→ Ext1(E,E), ξ∗

0 : End(T )→ Ext1(E∗,E∗)

les applications composées :

End(T̃ )
ν // Hom(G∗∗, T̃ )

' // Ext1(F,G∗)
a // Ext1(E,G∗)

b // Ext1(E,E),

End(T ) ν′

// Hom(F∗∗, T ) ' // Ext1(G, F∗)
a′

// Ext1(E∗, F∗)
b′

// Ext1(E∗,E∗)

où a, b, a′, b′ sont induits par (L) et (L∗), ν est la multiplication par ρ, et ν ′ celle
par π .

7.1.1. Proposition : On a ξ0 = ξ∗

0 , compte tenu des identifications End T ' End T̃ ,
Ext1(E,E)' Ext1(E∗,E∗).

Démonstration. On considère les morphismes

σ ′

1 : F1 → G∗, σ ′

1
∗
: G1 → F∗, α′

: F0 → G∗

0

correspondant à
θ ◦π : F → T, ρ : G → T̃ .
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Ce sont les mêmes que ceux qui correspondent à

π : F → T, tθ ◦ ρ : G → T̃ .

L’élément ν(θ) de Ext1(F,G∗) provient de σ ′

1, et a ◦ν(θ) aussi, compte tenu de la
résolution de E :

. . . // F2 // F1 // F0 ⊕ G∗ // E // 0.

Donc b ◦ a ◦ ν(θ) provient de la composée

F1
σ ′

1 // G∗ � � // E.

De même b′
◦ a′

◦ ν ′(θ) provient de la composée G1
σ ′

1
∗

// F∗ � � // E∗ . On obtient
alors le diagramme commutatif

G1 //

σ ′

1
∗

��

G0 ⊕ F∗ //

2

��

E∗

t i
��

F∗

t p
��

G∗∗

tσ ′

1
��

E∗ // F∗

0 ⊕ G∗∗ // F∗

1

où les lignes du haut et du bas proviennent des résolutions de E et E∗ vues précé-
demment, et 2 est défini par la matrice( tα′

−
tα t f0

g0 0

)
.

On en déduit avec la proposition 4.5.1, que b′
◦ a′

◦ ν ′(θ)= b ◦ a ◦ ν(θ). �

7.2. L’application canonique Ext1(E,E) → Ad2(T ). On utilise les notations et
résultats du §6.4. L’application Hom(G∗, T )→ Ext1(G∗, F) déduite de π est un
isomorphisme, car Hom(G∗, F∗∗)= Ext1(G∗, F∗∗)= {0}. On note B son inverse.
De même, l’application Hom(F∗, T̃ )→ Ext1(F∗,G) déduite de ρ est un isomor-
phisme. On note B ′ son inverse.

7.2.1. Lemme : Les applications composées

Ext1(E,E)
A // Ext1(G∗,F)

B // Hom(G∗,T ) ' // Ext2(T̃ ,G∗∗)
C // Ext2(T̃ , T̃ ),

Ext1(E∗,E∗)
A′

// Ext1(F∗,G)
B ′

// Hom(F∗, T̃ )
' // Ext2(T,F∗∗)

C ′

// Ext2(T,T ),
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où A, A′ sont induits par (L), (L∗) et C ′, C sont induits par π , ρ, sont à valeurs
dans Ad2(T̃ ), Ad2(T ) respectivement.

Démonstration. Dans le premier cas l’application A est à valeurs dans le noyau
de la multiplication par σ Ext1(G∗, F)→ Ext2(F, F), et le résultat découle de la
proposition 7.4.5. Le second cas est analogue. �

On note

ξ2 : Ext1(E,E)→ Ad2(T̃ ), ξ∗

2 : Ext1(E∗,E∗)→ Ad2(T )

les applications composées du lemme 7.2.1.

7.2.2. Proposition : On a ξ∗

2 = −ξ2, compte tenu des identifications Ext2(T, T )'
Ext2(T̃ , T̃ ), Ext1(E,E)' Ext1(E∗,E∗).

Démonstration. On utilise les notations du §6.4. On choisit comme précédemment
des résolutions localement libres suffisamment « négatives » :

· · · // F2
f2 // F1

f1 // F0
f0 // F // 0

· · · // G2
g2 // G1

g1 // G0
g0 // G // 0

· · · // F ′

2

f ′

2 // F ′

1

f ′

1 // F ′

0

f ′

0 // F∗ // 0

· · · // G ′

2

g′

2 // G ′

1

g′

1 // G ′

0

g′

0 // G∗ // 0

de telle sorte que les extensions larges soient construites comme dans le §6.4 et
qu’on ait des résolutions localement libres

· · · // F ′

2 ⊕ G2
δ∗2 // F ′

1 ⊕ G1
δ∗1 // F ′

0 ⊕ G0
δ∗0 // E∗ // 0

· · · // G ′

2 ⊕ F2
δ2 // G ′

1 ⊕ F1
δ1 // G ′

0 ⊕ F0
δ0 // E // 0

à partir desquelles les Exti (E,−) et Exti (E∗,−) puissent être construits (voir le
§4.6). Rappelons que pour i > 0, δ∗i provient d’une matrice(

f ′

i σ 0∗

i
0 gi

)
, σ 0∗

i : Gi → F ′

i−1,

et δi d’une matrice (
g′

i σ
0
i

0 fi

)
, σ 0∗

i : Fi → G ′

i−1.

On a aussi σ1 = g′

0 ◦ σ 0
1 et σ ∗

1 = f ′

0 ◦ σ 0∗

1 .
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Étape 1 : On montre d’abord que le diagramme

Ext1(E,E)

f
��

Ext1(E∗,E∗)

g
��

Ext1(G∗,E)= Ext1(E∗,G∗∗) Ext1(E∗,G)
h

oo

est commutatif. Soit u ∈ Ext1(E,E), provenant de u1 : G ′

1 ⊕ F1 → E. D’après le
§4.5, on peut supposer qu’il existe un diagramme commutatif

(7–2)

G ′

1 ⊕ F1
δ1 //

u1

��

G ′

0 ⊕ F0
δ0 //

��

E

u∗

1
��

E
t δ∗0 // F ′

0
∗
⊕ G∗

0
// F ′

1
∗
⊕ G∗

1

et t u∗

1 : F ′

1 ⊕ G1 → E∗ représente u, vu comme élément de Ext1(E∗,E∗). D’autre
part, f (u) est représenté par u1|G ′

1
: G ′

1 → E, et g(u) par le morphisme composé

φ : F ′

1 ⊕ G1

t u∗

1 // E∗ // G.

D’après le §4.5, pour vérifier que h◦g(u)= f (u) il suffit de trouver un diagramme
commutatif

G ′

1

g′

1 //

u1|G′
1

��

G ′

0

��

g′

0 // G∗

tφ

��
E

t δ∗0 // F ′

0
∗
⊕ G∗

0

t δ∗1 // F ′

1
∗
⊕ G∗

1

Mais un tel diagramme découle aisément de (7–2).

Il suffit donc de montrer l’anticommutativité du diagramme

Ext1(E∗,G)
A′

0 //

h
��

Ext1(F∗,G)
B ′

// Hom(F∗, T̃ )
' // Ext2(T, F∗∗)

C ′

// Ext2(T, T )

Ext1(G∗,E)
A0 // Ext1(G∗, F)

B // Hom(G∗, T ) ' // Ext2(T̃ ,G∗∗)
C // Ext2(T̃ , T̃ )

où les flèches proviennent de (L), (L∗), π et ρ.

Étape 2 : On part de v ∈ Ext1(E∗,G), représenté par un morphisme

(λ, γ ) : F ′

1 ⊕ G1 → G
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s’annulant sur Im(δ∗2). D’après le §4.5, on peut supposer qu’il existe un diagramme
commutatif

(7–3)

F ′

1 ⊕ G1
δ∗1 //

(λ,γ )

��

F ′

0 ⊕ G0
δ∗0 //

(ε0,χ0)

��

E∗

θ

��
G∗∗

tg′

0

// G ′

0
∗

tg′

1

// G ′

1
∗

et tθ : G ′

1 → E s’annule sur Im(g′

2) et représente h(v).

D’autre part, λ : F ′

1 → G∗∗ s’annule sur Im( f ′

2) et représente A′

0(v) ; A0 ◦ h(v)
est représenté par le morphisme composé

µ : G ′

1

tθ // E
p // F.

Étape 3 : Puisque Ext1(F∗,G∗) = Ext1(G∗, F∗) = {0}, il existe des diagrammes
commutatifs étendant λ et µ

F ′

1

f ′

1 //

λ

��

F ′

0

f ′

0 //

λ0

��

F∗

λ
��

G � � // G∗∗
ρ // T̃

G ′

1

g′

1 //

µ

��

G ′

0

g′

0 //

µ0

��

G∗

µ

��
F � � // F∗∗ π // T

et on a λ= B ′
◦ A′

0(v), µ= B ◦ A0 ◦ h(v). D’après (7–3) et les deux diagrammes
précédents, on a ε0 f ′

1 =
tg′

0λ =
tg′

0λ0 f ′

1. Donc (ε0 −
tg′

0λ0) f ′

1 = 0. Il existe donc
un morphisme ψ : F∗

→ G ′

0
∗ tel que ε0 −

tg′

0λ0 = ψ f ′

0. On peut alors prendre
µ0 =

tψ , car t f ′

0
tψg′

1 = (tε0 −
tλ0g′

0)g
′

1 =
tε0g′

1 =
t f ′

0
tµ. On peut donc supposer

que
ε0 =

tg′

0λ0 +
tµ0 f ′

0.

Étape 4 : On utilise maintenant les résolutions canoniques de T et T̃ (voir la fin
du §6.4). On va montrer qu’il existe un morphisme µ′

: G∗
→ ker(tg2) tel que

π ′
◦µ′

= µ (§6.4).

D’après la construction des extensions (§4.2) il existe un diagramme commutatif
avec lignes exactes

G1
g1 //

σ ∗

1
��

G0
g0 //

��

G

F∗ // E∗ // G
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En le dualisant on obtient le diagramme commutatif avec lignes exactes

0 // G∗ i // E
p //

��

F∗∗ π //

tσ ∗

1
��

T // 0

0 // G∗
tg0 // G∗

0

tg1 // ker(tg2)
π ′

// T // 0

Cela prouve que les deux suites exactes de ce diagramme induisent le même élé-
ment de Ext2(T,G∗) (c’est en fait évidemment ρ). Ceci prouve que le diagramme
suivant, où les flèches sont induites par le diagramme précédent, est commutatif :

Hom(G∗, T )
ν //

B−1

��

Ext1(G∗,G∗

0/G∗)

ν′

��
Ext1(G∗, F)

η // Ext2(G∗,G∗)

On a η(B−1(µ))=0, car B−1(µ) provient de Ext1(G∗,E). Donc on a ν ′
◦ν(µ)=0.

Mais ν ′ est injective, car Ext1(G∗,G∗

0) = {0} (les résolutions sont suffisamment
« négatives »). Donc ν(µ)= 0. Ceci prouve l’existence de µ′.

On montre de même qu’il existe un morphisme λ′
: F∗

→ F∗

1 tel que ρ ′
◦λ′

=λ.
Ici la situation est légèrement différente, car B ′−1

(λ) provient de Ext1(E∗,G), et
il faudrait qu’il provienne de Ext1(F∗,E∗). Mais on a un diagramme commutatif

Ext1(E∗,E∗)
g′

//

g
��

Ext1(F∗,E∗)

��
Ext1(E∗,G) // Ext1(F∗,G)

où g est surjective d’après la proposition 7.3.2. On voit donc que si B ′−1
(λ) pro-

vient de Ext1(E∗,G), il provient aussi de Ext1(F∗,E∗).

Étape 5 : Il découle de ce qui précède que C ◦ B ◦ A0 ◦ h(v) est représenté par
µ′

: G∗
→ ker(tg2) compte tenu de la résolution de T

0 // G∗
tg0 // G∗

0

tg1 // ker(tg2)
π ′

// T // 0,

et C ′
◦ B ′

◦ A′

0(v) est représenté par λ′
: F∗

→ F∗

1 compte tenu de la résolution
de T

· · · // F2
f2 // F1

f1 // F0
F0 // F∗∗ π // T // 0.
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On utilise maintenant le diagramme commutatif défini à la fin de §6.4 :

(7–4)

F2
f2 //

��

F1
f1 //

σ1

��

F0
f0 //

α

��

F∗∗ π //

tσ ∗

1
��

T

0 // G∗
tg0 // G∗

0

tg1 // ker(tg2)
π ′

// T

Il suffit donc de trouver des morphismes H : F1 → G∗

0 et K : F0 → G∗

1 tels
que tσ ∗

1
tλ′

+ µ′σ1 = K f1 +
tg1 H , ou ce qui revient au même λ′σ ∗

1 +
tσ1

tµ′
=

t f1
t K +

t Hg1.

Étape 6 : On a

ρ ′
(tσ 0

1 (
tg′

0λ0)σ
0
1

∗
− λ′σ ∗

1
)
= ρ ′(tσ1λ0 − λ′ f ′

0)σ
0
1

∗
= (ρλ0 − λ f ′

0)σ
0
1

∗
= 0.

Donc tσ 0
1 (

tg′

0λ0)σ
0
1

∗
−λ′σ ∗

1 est à valeurs dans ker(ρ ′)= Im(t f1). Mais puisqu’on
a Ext1(G1, F∗)= {0}, on peut écrire

tσ 0
1 (

tg′

0λ0)σ
0
1

∗
− λ′σ ∗

1 =
t f1 X,

avec X : G1 → F∗

0 . De même, on a π ′
(

tσ 0
1

∗
(t f ′

0µ0)σ
0
1 −µ′σ1

)
= 0, donc puisque

Ext1(F1,G∗)= {0}, on peut écrire

tσ 0
1

∗
(t f ′

0µ0)σ
0
1 −µ′σ1 =

tg1Y,

avec Y : F1 → G∗

0, c’est-à-dire

tσ 0
1 (

tµ0 f ′

0)σ
0
1

∗
−

tσ1
tµ′

=
t Y g1.

On a donc
λ′σ ∗

1 +
tσ1

tµ′
=

tσ 0
1 ε0σ

0
1

∗
−

t f1 X −
t Y g1

(voir la fin de l’étape 3).
Il suffit donc de montrer qu’il existe des morphismes H ′

: G0 → F∗

1 et K ′
:

G1 → F∗

0 tels que
tσ 0

1 ε0σ
0
1

∗
=

t f1K ′
+ H ′g1.

On utilise maintenant les diagrammes commutatifs (7–3) et (7–4). Puisqu’on a
Ext1(G1, ker(g0))= {0}, il existe un morphisme γ0 : G1 → G0 tel que γ = g0γ0.
On a alors

tσ 0
1 ε0σ

0
1

∗
−

t f1αγ0 =
tσ 0

1 ε0σ
0
1

∗
−

tσ1g0γ0 =
tσ 0

1 (ε0σ
0
1

∗
−

tg′

0γ )= −
tσ 0

1χ0g1,

d’après le carré commutatif de gauche de (7–3). On obtient finalement

tσ 0
1 ε0σ

0
1

∗
=

t f1αγ0 −
tσ 0

1χ0g1,

ce qui démontre la proposition. �
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7.3. Diagrammes 3 × 3 canoniques. On utilise les notations et résultats du §6.4.
On s’intéresse à la structure induite sur Ext1(E,E) par les suites exactes (L) et
(L∗).

On note A2(σ ) le noyau de la multiplication à gauche par σ

σ× : Ext1(G∗, F)→ Ext2(F, F).

Si X est une surface A2(σ ) est aussi le noyau de la multiplication à droite par σ ,

×σ : Ext1(G∗, F)→ Ext2(G∗,G∗),

à cause du diagramme anticommutatif

Ext1(G∗, F) //

��

Ext2(F, F)

tr2(F)
��

Ext2(G∗,G∗)
tr2(G∗) // H 2(OX )

et du fait que tr2(F) et tr2(G∗) sont des isomorphismes.
On note B2(σ ) le noyau de la multiplication à gauche par σ ,

σ× : Ext1(G∗,E)→ Ext2(F,E).

7.3.1. Lemme : Si X est une surface, on a B2(σ )= Ext1(G∗,E).

Démonstration. On a un diagramme commutatif

Ext2(F,E)
g //

f
��

Ext2(E,E)

tr2(E)

��
Ext2(F, F)

tr2(F) // H 2(OX )

L’application f est un isomorphisme car Ext2(F,G∗)={0} et tr2(F) est un isomor-
phisme. On en déduit que g est injective, et le lemme découle du fait que le noyau
de g est l’image de la multiplication à gauche par σ Ext1(G∗,E)→ Ext2(F,E). �

7.3.2. Proposition : 1 – L’application canonique

Hom(F,G∗)⊕ C −→ End(E)

( f, t) 7−→ i ◦ f ◦ p + t IE

est un isomorphisme, et Hom(G∗,E)= Hom(E, F)= C.

2 – On a un diagramme 3 × 3 canonique
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0

��

0

��

0

��
0 // Ext1(F,G∗)/Cσ //

��

Ext1(E,G∗)

��

// Ext1(G∗,G∗)

��

// 0

0 // Ext1(F,E) //

��

Ext1(E,E)

��

// B2(σ )

��

// 0

0 // Ext1(F, F) //

��

Ext1(E, F)

��

// A2(σ )

��

// 0

0 0 0

3 – Si X est une surface, on a une suite exacte

0 // H 2(OX )
j // Ext2(E,E)

q // Ext2(G∗, F∗∗) // 0,

j étant induit par l’inclusion OX ⊂ E∗
⊗E, et q par (L). Cette suite exacte se

scinde naturellement.

Démonstration. L’assertion 1 est immédiate. Démontrons 2. En considérant le dia-
gramme commutatif

Ext2(E,G∗)
k //

h
��

Ext2(E,E)

tr2(E)

��
Ext2(G∗,G∗)

tr2(G∗) // H 2(OX )

on montre comme dans le lemme 7.3.1 que le morphisme Ext1(E,E)→Ext1(E, F)
est surjectif, en utilisant la lissité de G∗. Le diagramme 3 × 3 découle alors du
diagramme commutatif

Ext1(E,G∗) //

��

Ext1(G∗,G∗) //
_�

��

0

��
Ext1(E,E) //

��

Ext1(G∗,E) //

��

Ext2(F,E)

��
Ext1(E, F)

��

// Ext1(G∗, F)

��

// Ext2(F, F)

��
0 Ext2(G∗,G∗) H 2(OX )

L’assertion 3 est immédiate. �
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Posons

M = Ext1(E,G∗) ⊂ N = Ext1(G,E∗) ⊂ Ext1(E,E),

M∗ = Ext1(E∗, F∗) ⊂ N∗ = Ext1(F,E) ⊂ Ext1(E,E).

D’après la proposition 7.3.2, ces sous-espaces vectoriels s’insèrent dans les dia-
grammes 3 × 3 canoniques

0

��

0

��

0

��
0 // Ext1(F,G∗)/Cσ //

��

M

��

// Ext1(G∗,G∗)

��

// 0

0 // N∗
//

��

Ext1(E,E)

��

// B2(σ )

��

// 0

0 // Ext1(F, F) //

��

Ext1(E, F)

��

// A2(σ )

��

// 0

0

0

��

0

0

��

0

0

��
0 // Ext1(G, F∗)/Cσ ∗ //

��

M∗

��

// Ext1(F∗, F∗)

��

// 0

0 // N //

��

Ext1(E∗,E∗)

��

// B2(σ
∗)

��

// 0

0 // Ext1(G,G) //

��

Ext1(E∗,G)

��

// A2(σ
∗)

��

// 0

0 0 0

7.3.3. Lemme : Le quotient N/M (resp. N∗/M∗) s’identifie naturellement à un
sous-espace vectoriel de Hom(E, T ) (resp. Hom(E∗, T̃ )), qui est Hom(E, T ) (resp.
Hom(E∗, T̃ )) tout entier si X est une surface. On a des isomorphismes canoniques

M ∩ N∗ ' Ext1(F,G∗)/Cσ ' Hom(G∗∗, T̃ )/Cρ,

M∗ ∩ N ' Ext1(G, F∗)/Cσ ∗
' Hom(F∗∗, T )/Cπ,

Ext1(E,E)/(M + N∗) ' A2(σ ),

Ext1(E,E)/(M∗ + N ) ' A2(σ
∗).
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Démonstration. Montrons que N/M ⊂ Hom(E, T ). De la suite exacte

0 → G → G∗∗
→ T̃ → 0

on déduit la suite exacte

Ext1(G∗∗,E∗)
� � // Ext1(G,E∗) // Ext2(T̃ ,E∗)

// Ext2(G∗∗,E∗)
f // Ext2(G,E∗)

d’où l’inclusion découle. Si X est une surface, il faut montrer que f est injective.
En utilisant le fait que Exti (G∗∗, F∗)= {0} si i ≥ 1 et que T est de dimension 0,
on voit que les applications canoniques

Ext2(G∗∗,E∗)→ Ext2(G∗∗,G), Ext2(G∗∗,G)→ Ext2(G∗∗,G∗∗)

induites par (L), (L∗) sont des isomorphismes. Mais puisque G∗∗ est 2-lisse, l’ap-
plication trace tr2(G∗∗) est un isomorphisme. Le fait que f est injective découle
donc du diagramme commutatif

Ext2(G∗∗,E∗) //

f

��

Ext2(G∗∗,G∗∗)

tr2(G∗∗)

''NNNNNNNNNNN

H 2(OX )

Ext2(G,E∗) // Ext2(G,G)
tr2(G)

77ppppppppppp

Le cas de N∗/M∗ est semblable.
Les autres isomorphismes découlent des diagrammes précédents. �

7.4. Quelques diagrammes commutatifs ou anticommutatifs. Les démonstrations
de quelques uns des résultats suivants sont omises. Elles sont analogues à celles
des propositions 7.1.1 et 7.2.2.

7.4.1. Proposition : On considère le diagramme

Ext2(T,G∗)
' // Hom(G∗∗, T̃ )

δ0

��

Ext1(F,G∗)

δ1

OO

a
��

Ext1(E,G∗)= Ext1(G∗∗,E∗)
b // Ext1(G∗∗,G)



266 JEAN-MARC DRÉZET

où δ0, δ1 sont les morphismes de liaison provenant des suites exactes longues pro-
venant des suites exactes

0 // G // G∗∗ // T̃ // 0,

0 // F // F∗∗ // T // 0

respectivement, a étant induit par le morphisme E → F et b par le morphisme
E∗

→ G.
Alors ce diagramme est anticommutatif .

On a bien entendu un diagramme anti-commutatif analogue « dual » de celui de
la proposition :

Ext2(T̃ , F∗)
' // Hom(F∗∗, T )

��

Ext1(G, F∗)

OO

��
Ext1(E∗, F∗)= Ext1(F∗∗,E) // Ext1(F∗∗, F)

L’énoncé qui suit sera utilisé au §7.5.

7.4.2. Proposition : On considère le diagramme

Ext1(F,E)
c //

d
��

Ext1(E,E)' Ext1(E∗,E∗)
A′

// Ext1(F∗,G)
B ′

// Hom(F∗, T̃ )

'

��
Ext1(F, F)

f // Ext2(T, F)
g // Ext2(T, F∗∗)

où c et d proviennent de (L) et f de π . Alors ce diagramme est commutatif .

On a bien entendu un diagramme commutatif analogue « dual » de celui ci-
dessus :

Ext1(G,E∗) //

��

Ext1(E∗,E∗)' Ext1(E,E) // Ext1(G∗, F) // Hom(G∗, T )

'

��
Ext1(G,G) // Ext2(T̃ ,G) // Ext2(T̃ ,G∗∗)
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7.4.3. Proposition : Le diagramme canonique

Hom(G∗, T )
C0 //

'

��

Ext1(F, T )

D0

��

Ext2(T̃ ,G∗∗)

C
��

Ext2(T̃ , T̃ ) Ext2(T, T )

(où C0 provient de (L) et D0 de π ) est commutatif .

Démonstration. On peut déduire ce résultat de la démonstration de la proposition
7.2.2 ou le démontrer directement de manière analogue. �

7.4.4. Proposition : Si X est une surface, alors les applications ξ2 et ξ∗

2 sont sur-
jectives.

Démonstration. Il suffit de prouver que ξ2 est surjective. Compte tenu de la défini-
tion de ξ2 dans le §7.2, cela découle du fait que l’image de A est A2(σ ), B est un
isomorphisme, et C est surjective, car coker(C)⊂ Ext3(T̃ ,G). �

7.4.5. Proposition : Le diagramme

Ext1(G∗, F)
×σ // Ext2(F, F)

tr2(F)

&&LLLLLLLLLL

Hom(G∗, T )

B−1

OO

'

��

H 2(OX )

Ext2(T̃ ,G∗∗)
C // Ext2(T̃ , T̃ )

tr2(T̃ )

88rrrrrrrrrr

où ×σ est la multiplication par σ est anticommutatif .

Démonstration. Cela découle du diagramme commutatif

Ext1(G∗, F) // Ext2(F, F)

Hom(G∗, T )

'

OO

// Ext1(F, T ),

OO
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du diagramme anticommutatif

Ext1(F, T ) //

'

��

Ext2(F, F)

tr2(F)
��

Ext2(T, T )
tr2(T ) // H 2(OX ),

,

de la compatibilité de l’isomorphisme Ext2(T, T ) ' Ext2(T̃ , T̃ ) avec la trace, et
du diagramme commutatif canonique

Ext2(T,G∗)⊗ Hom(G∗, T ) // Ext2(T, T )

Hom(G∗∗, T̃ )⊗ Ext2(T̃ ,G∗∗) // Ext2(T̃ , T̃ )

(voir la fin du §2.7). �

7.4.6. Corollaire : Le diagramme

Ext2(T̃ ,G∗∗)
ρ // Ext2(G∗∗,G∗∗)

Hom(G∗, T )

'

OO

'

��
Ext1(G∗, F)

δG∗ // Ext2(G∗,G∗)

où ρ provient de ρ et δG∗ de (L) est commutatif .

Démonstration. Cela découle de la proposition 7.4.5, des diagrammes

Ext1(G∗, F)
δG∗ //

δF
��

Ext2(G∗,G∗)

tr2(G∗)

��
Ext2(F, F)

tr2(F) // H 2(OX )

Ext2(T̃ ,G∗∗)
ρ //

C
��

Ext2(G∗∗,G∗∗)

tr2(G∗∗)

��
Ext2(T̃ , T̃ )

tr2(T̃ ) // H 2(OX )

dont le premier est anticommutatif et le second commutatif, et de la lissité de G∗.
�

7.5. Sous-espaces vectoriels canoniques de Ext1(E,E). On a des morphismes ca-
noniques injectifs évidents

End(T )/CIT → Hom(F∗∗, T )/Cπ, End(T̃ )/CIT̃ → Hom(G∗∗, T̃ )/Cρ,
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et End(T ) et End(T̃ ) sont canoniquement isomorphes. On verra donc End(T )
comme un sous-espace vectoriel de Hom(F∗∗, T ) et Hom(G∗∗, T̃ ), et End(T )/C
comme un sous-espace vectoriel de M ∩ N∗ et M∗ ∩ N . Le fait que ces deux sous-
espaces vectoriels coïncident dans Ext1(E,E) découle de la proposition 7.1.1.

7.5.1. Proposition : 1 – Le diagramme canonique

M = Ext1(E,G∗)� v

))SSSSSSSSSSSS

'

��

N = Ext1(G,E∗)

((RRRRRRRRRRR

Ext1(G,G)

Ext1(G∗∗,G)

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

(ou la flèche verticale provient de t i : E∗
→ G) est commutatif . De même, le

diagramme canonique

M∗ = Ext1(E∗, F∗)� w

))TTTTTTTTTTTTT

'

��

N∗ = Ext1(F,E)

((RRRRRRRRRRR

Ext1(F, F)

Ext1(F∗∗, F)

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

(ou la flèche verticale provient de p : E → F) est commutatif .

2 – Soit Q ⊂ N l’image réciproque par le morphisme canonique N →Ext1(G,G)
de l’image de Ext1(G∗∗,G) dans Ext1(G,G). Alors on a

M ⊂ Q, M∗ ∩ Q = M∗ ∩ N et Q = M + M∗ ∩ N .

De même, soit Q∗ ⊂ N∗ l’image réciproque (par le morphisme canonique
N∗ → Ext1(F, F)) de l’image de Ext1(F∗∗, F) dans Ext1(F, F). Alors on a
M∗ ⊂ Q∗, M ∩ Q∗ = M ∩ N∗ et Q∗ = M∗ + M ∩ N∗.

3 – On a M ∩ M∗ = End(T )/C et Q + M∗ = Q∗ + M = M + M∗.

4 – On a Q ∩ Q∗ = M∗ ∩ N + M ∩ N∗.
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Démonstration. L’énoncé 1 découle aisément de l’associativité des Ext.
Démontrons 2. Il est clair que M ⊂ Q. La seconde assertion découle du fait que

le noyau de N → Ext1(G,G) est M∗ ∩ N , et la troisième de 1. L’assertion sur Q∗

se démontre de la même façon.
La dernière assertion de 3 découle immédiatement de 2. Il reste à montrer que

M ∩ M∗ = End(T )/C. D’après le proposition 5.3.1 et ce qui précède on a un
diagramme commutatif avec lignes exactes

0 // End(T )/C

j
��

// M
_�

��

// // Ext1(G∗∗,G)/(End(T )/C) // 0

0 // M∗ ∩ N // Q
_�

��

// // Ext1(G∗∗,G)/(End(T )/C) //
_�

��

0

0 // M∗ ∩ N // N // // Ext1(G,G) // 0

où j est injectif. D’après les propositions 7.1.1 et 7.4.1, pour tout θ ∈ End(T ), si
θ est l’image de θ dans End(T )/C, j (θ) est l’image de −θ ◦ π dans M∗ ∩ N =

Hom(F∗∗, T )/C. La première assertion de 3 en découle immédiatement.
L’énoncé 4 découle immédiatement de 2. �

Le sous-espace vectoriel Q + M∗ = Q∗ + M = M + M∗ de Ext1(E,E) corres-
pond aux déformations de E qui proviennent des déformations de l’extension large
0 → G∗

→ E → F → 0 lorsque T reste fixe, et Q (resp. Q∗) correspond aux
déformations de l’extension large lorsque seuls G∗∗ (resp. F∗∗), ρ et π bougent.

7.5.2. Proposition : Soit P ⊂ N l’image réciproque (par le morphisme canonique
N → Ext1(G,G)) de l’image de Hom(G, T̃ ) dans Ext1(G,G). Soit P∗ ⊂ N∗

l’image réciproque (par le morphisme canonique N∗ → Ext1(F, F)) de l’image de
Hom(F, T ) dans Ext1(F, F). On voit P et P∗ comme des sous-espaces vectoriels
de Ext1(E,E). Alors on a P = P∗ = N ∩ N∗,

P ∩ (M + M∗) = P ∩ Q = P ∩ Q∗ = Q ∩ Q∗ = M ∩ N∗ + M∗ ∩ N ,

et des isomorphismes canoniques

Hom(F, T ) ' (N ∩ N∗)/(M ∩ N∗), Hom(G, T̃ ) ' (N ∩ N∗)/(M∗ ∩ N ).

Démonstration. On montre d’abord que P ⊂ N∗. Il suffit de montrer que l’image
de P par le morphisme canonique Ext1(E,E)→ Ext1(G∗,E) est nulle.
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L’image de Hom(G, T̃ ) dans Ext1(G,G) est exactement le noyau de l’appli-
cation canonique Ext1(G,G) → Ext1(G,G∗∗). L’assertion découle alors du dia-
gramme commutatif

Ext1(G,E∗) //

��

Ext1(E∗,E∗) // Ext1(E∗,G∗∗)= Ext1(G∗,E)

Ext1(G,G) // Ext1(G,G∗∗)

OO

déduit de l’associativité des Ext.
On a donc P ⊂ N ∩ N∗. Montrons maintenant que N ∩ N∗ ⊂ P . Cela découle

du diagramme commutatif déduit de l’associativité des Ext

Ext1(G,E∗) //

��

Ext1(E∗,E∗)= Ext1(E,E)

��

Ext1(G,G)

��
Ext1(G,G∗∗) // Ext1(G∗,E)= Ext1(E∗,G∗∗)

et du fait que la flèche horizontale du bas est injective, car Hom(F∗,G∗∗)= {0}.
On a donc P = N ∩ N∗. De même on a P∗ = N ∩ N∗. Une autre démonstration

découlera de celle de la proposition 7.5.4.
La seconde assertion de la proposition 7.5.2 découle aisément de la première et

de la proposition 7.5.1, et la dernière est une conséquence de la première et des
définitions de P et P∗. �

Le sous-espace vectoriel P de Ext1(E,E) correspond aux déformations de l’ex-
tension large 0 → G∗

→ E → F → 0 lorsque F∗∗ et G∗∗ restent fixes.

7.5.3. Proposition : On a N + N∗ = ker(ξ2) = ker(ξ∗

2 ).

(ξ2 et ξ∗

2 sont définis au §7.2.)

Démonstration. On reprend les notations du §7.2. Le noyau de A′
: Ext1(E,E)→

Ext1(F∗,G) est N + M∗. Donc ξ∗

2 (N + M∗) = {0}. D’autre part, on a d’après la
proposition 7.4.2

ξ∗

2 (N ) = C ′
◦ g ◦ f ◦ d(N ) = {0}

car C ′
◦ g = 0. On a donc N + N∗ ⊂ ker(ξ∗

2 ). L’inclusion inverse provient du
diagramme de la proposition 7.4.2 et de la surjectivité de d et f (d’après le propo-
sition 5.3.1). On a donc ker(ξ∗

2 )= N + N∗. On a de même ker(ξ2)= N + N∗. �
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Rappelons qu’on a d’après le lemme 7.3.3 des inclusions canoniques

N/M ⊂ Hom(E, T ), N∗/M∗ ⊂ Hom(E∗, T̃ ).

Soient P0 ⊂ N l’image réciproque de Hom(F, T ) ⊂ Hom(E, T ), et P∗

0 ⊂ N∗

l’image réciproque de Hom(G, T̃ )⊂ Hom(E∗, T̃ ).

7.5.4. Proposition : Soient

sP : P → Hom(G, T̃ ), sP∗
: P∗ = P → Hom(F, T )

les projections (définies par les surjections N → Ext1(G,G), N∗ → Ext1(F, F)
respectivement), et

sP0 : P0 → Hom(F, T ), sP∗

0
: P∗

0 → Hom(G, T̃ )

les projections canoniques. Alors on a P = P0 ∩ P∗

0 , et les diagrammes

P
sP

))SSSSSSSSSSSSSS
_�

P∗

0

��

Hom(G, T̃ )

P∗

0

sP∗
0

55kkkkkkkkkkkkk

P
sP∗

))SSSSSSSSSSSSSS
_�

P0

��

Hom(F, T )

P0

sP0
55kkkkkkkkkkkkk

sont commutatifs.

Démonstration. On utilise les résultats et notations du §6.4. Soit ν ∈ Ext1(F,E)=

N∗, représenté par un morphisme ν1 : F1 → E s’annulant sur Im( f2). L’image
ν ′ de ν dans Ext1(F, F) est représentée par pν1 : F1 → F . Supposons que ν ′

∈

Hom(F, T ). Ceci équivaut à dire que l’image de ν ′ dans Ext1(F, F∗∗) est nulle.
Cette image est représentée par le composé

ν ′′

1 : F1
ν′

1 // F � � // F∗∗

Il existe donc ν0 : F0 → F∗∗ tel que ν ′′

1 = ν0 f1. On a alors ν0(Im( f1))⊂ F , donc
ν0 induit un morphisme ν : F → T tel qu’on ait un diagramme commutatif

F0
ν0 //

f0
��

F∗∗

π

��
F

ν // T

et on a ν = ν ′. On considère la résolution de E

· · · // F2
f2 // F1

( f1,σ1)// F0 ⊕ G∗
ε0 // E // 0
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et la résolution de E∗ (voir la démonstration de la proposition 7.2.2)

· · · // F ′

2 ⊕ G2
δ∗2 // F ′

1 ⊕ G1
δ∗1 // F ′

0 ⊕ G0
δ∗0 // E∗ // 0.

Soit η1 = (γ1, ψ1) : F ′

1 ⊕ G1 → E∗ un morphisme s’annulant sur Im(δ∗2) repré-
sentant ν, vu comme élément de Ext1(E∗,E∗). C’est un élément de Ext1(G,E∗)

d’après la proposition 7.5.2. On peut donc supposer que γ1 = 0. D’après le §4.5
on peut supposer qu’il existe un diagramme commutatif

F1
( f1,σ1) //

ν1

��

F0 ⊕ G∗
δ0 //

2

��

E

tη1
��

E
t δ∗0 // F ′

0
∗
⊕ G∗

0

t δ∗1 // F ′

1
∗
⊕ G∗

1

Soit
(a

c
b
d

)
la matrice de 2 et

( 0
v

0
w

)
celle de tη1δ0 : F0 ⊕ G∗

→ F ′

1
∗
⊕ G∗

1. Du
diagramme commutatif précédent on déduit t f ′

1a = 0, t f ′

1b = 0. Donc b se factorise

b : G∗ // F∗∗

t f ′

0 // F ′

0
∗

et comme Hom(G∗, F∗∗)= {0}, on a b = 0. De même a se factorise

a : F0
a0 // F∗∗

t f ′

0 // F ′

0
∗
.

On en déduit le diagramme commutatif

(7–5)

F1
( f1,σ1) //

ν1

��

F0 ⊕ G∗
δ0 //

2′

��

E

tη1
��

E
� � // F∗∗

⊕ G∗

0
(tσ ∗

1 ,
tg1) // G∗

1

où2′ a pour matrice
(a0

c
0
d

)
et tη1δ0 = (v,w). De (7–5) on déduit que w=

tg1d. Il
en découle que l’image de ν (vu comme élément de Ext1(G,E∗)) dans Ext1(G,G)
appartient à Hom(G, T̃ ), et que le morphisme η : G → T̃ correspondant est induit
par td , c’est-à-dire qu’on a td(Im(g1))⊂ G, et un diagramme commutatif

G0
td //

����

G∗∗

ρ
����

G
η // T̃

On retrouve ainsi le résultat de la proposition 7.5.2.
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De (7–5) on déduit aussi que ν0 f1 = a0 f1, donc on peut écrire a0 = ν0 + t j f0,
où t ∈ C et j est l’inclusion F ⊂ F∗∗. On considère maintenant l’image ν ′′ de ν
par le morphisme

Ext1(G,E∗)→ Ext2(T̃ ,E∗)= Hom(E, T )

induit par ρ. Elle provient de tη1 compte tenu de la résolution de T

G∗
tg0 // G∗

0

tg1 // ker(tg2)
π ′

// T // 0

(c’est-à-dire que ν ′
= π ′tη1). L’image de ν ′′ dans Hom(G∗, T ) provient donc de

tg1d : G∗
→ G∗

1, et est donc nulle. Donc ν ′′
∈ Hom(F, T ). Cela montre déjà que

P ⊂ P0. On a un diagramme commutatif

G∗

0

tg1 // ker(tg2)
π ′

// T

G∗

d

OO

� � // F0 ⊕ G∗

tη1δ0

OO

// // F0

ν′′

0

OO

et ν ′′ est induit par ν ′′

0 , et provient donc de v : F0 → G∗

1. On a d’après (7–5)

v =
tσ ∗

1 a0 +
tg1c.

Donc ν ′′ provient de tσ ∗

1 a1 : F0 → G∗

1, et donc aussi de a0 : F0 → F∗∗, compte
tenu de l’autre résolution de T

· · · // F1
f1 // F1

f0 // F∗∗ π // T 0

et de l’isomorphisme canonique entre les deux résolutions de T donné à la fin du
§6.4.

Comme a0 = ν0 + t j f0, ν ′′ provient aussi de ν0. On a donc ν ′′
= ν. Ceci prouve

que le second diagramme de la proposition 7.5.4 est commutatif. �

7.5.5. Corollaire : On a Hom(F, T ) ⊂ N/M et Hom(G, T̃ ) ⊂ N∗/M∗, compte
tenu des inclusions N/M ⊂ Hom(E, T ), N∗/M∗ ⊂ Hom(E∗, T̃ ).

Démonstration. Cela découle du fait que sP et sP∗
sont surjectives. �

7.6. Le tangent à l’espace des extensions. On pose

T = T(π, ρ) = P + M + M∗ = (M + N∗)∩ (M∗ + N ).

On note H (resp. H∗) le noyau de l’application canonique

Hom(G∗, T )→ Ext1(F, T ) (resp. Hom(F∗, T̃ )→ Ext1(G, T̃ ) )

(voir la proposition 7.4.5).
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7.6.1. Proposition : Le quotient (N + N∗)/T s’identifie naturellement à la somme
directe d’un sous-espace vectoriel de H et d’un sous-espace vectoriel de H∗.

Démonstration. Rappelons que N/M (resp. N∗/M∗) s’identifie naturellement à un
sous-espace vectoriel de Hom(E, T )) (resp. Hom(E∗, T̃ )). On a un morphisme bien
défini

8 : N/(M + N ∩ N∗)⊕ N∗/(M∗ + N ∩ N∗)→ (N + N∗)/T

tel que 8([n], [n∗]) = [n + n∗] pour tous n, n′ dans N , N∗ respectivement. Il est
clair que c’est un isomorphisme, compte tenu du fait que P = N ∩ N∗ d’après la
proposition 7.5.2. Il suffit donc de trouver des isomorphismes canoniques

N/(M + N ∩ N∗)' H, N∗/(M∗ + N ∩ N∗)' H∗.

On ne définira que le premier, le second étant analogue. C’est une conséquence de
la suite exacte

0 // Hom(F, T ) // Hom(E, T ) // Hom(G∗, T ) // Ext1(F, T ) // 0

de la dernière assertion de la proposition 7.5.2 et du corollaire 7.5.5. �

7.6.2. Proposition : On suppose que dim X ≥ 3 et que

Hom(G∗, T )= Hom(F∗, T̃ )= {0}.

Alors on a Ext1(E,E)= T.

Démonstration. On a

Ext1(G∗, F)' Hom(G∗, T )= {0} et Ext1(F∗,G)' Hom(F∗, T̃ )= {0},

donc
Ext1(E,E)= N + M∗ = N∗ + M = N + N∗

d’après le §7.3. D’autre part on a aussi N + N∗ = T d’après la proposition 7.6.1,
ou la définition de T plus haut. �

Soient U , V , Z des variétés algébriques irréductibles réduites, F, G des familles
de fibrés vectoriels 2-lisses sur X paramétrées par U , V respectivement. Soit T

une famille de faisceaux parfaits de codimension 2 sur X paramétrée par Z , plate
sur Z . On suppose que pour tous point fermés u, v, z de U , V , Z respectivement
on a

Exti (Fu,Tz)= Exti (Gv, T̃z)= {0} si i ≥ 1.

On suppose aussi que les déformations semi-universelles des faisceaux Tz et T̃z

sont réduites. Alors les faisceaux

H = pU×Z∗

(
Hom(p]U (F), p]Z (T))

)
, K = pU×Z∗

(
Hom(p]V (G), p]Z (T̃))

)
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sont localement libres (voir le §2.6 pour les notations). Soient H0 l’ouvert de H vu
comme variété algébrique correspondant aux morphismes surjectifs dont le noyau
est un faisceau régulier, et K0 l’ouvert analogue de K. Soient

πF : H0 → U × Z , πG : K0 → V × Z

les projections. On a des morphismes canoniques universels surjectifs de faisceaux
cohérents sur H0 × X et K0 × X respectivement :

5 : (pU ◦πF)
](F)→ (pT ◦πF)

](T), R : (pV ◦πG)
](G)→ (pT ◦πG)

](T̃).

Soient F = ker(5), G = ker(R). Ce sont des familles plates de faisceaux réguliers
sur X . On a une extension universelle sur H0 × K0 × X

0 → (pV ◦πG ◦ pK0)
](G∗)→ E → (pU ◦πF ◦ pH0)

](F)→ 0.

Soit W l’ouvert de H0 ×K0 correspondant aux extensions larges. On suppose qu’il
est non vide. Soit

D = R1 pW∗(E
∗
⊗ E).

C’est un faisceau localement libre sur W . Soit T le sous-fibré vectoriel de D défini
de la façon suivante : soit w un point fermé de W , qu’on peut voir comme une
paire de morphismes

π : Fu → Tz, ρ : Gv → T̃z

où u, v, z sont les projections de w sur U , V , Z respectivement. Alors on a

Tw = T(π, ρ).

Le résultat suivant découle des §5.2, 3.5 et 7.5 :

7.6.3. Proposition : Soit w ∈ W . Alors le morphisme de déformation infinitésimale
de Kodaïra–Spencer de E au point w

ωw : TwW → Ext1(Ew, Ew)

est à valeurs dans Tw. Soient u, v, z les projections de w sur U , V , Z . Si F, G et T

sont des déformations complètes de Fu , Gv et Tz respectivement, alors l’image de
ωw est exactement Tw.

On note W (π, ρ) le noyau de l’application A2(σ ) ⊕ A2(σ
∗) → Ext2(T, T )

égale à la restriction de (θ, θ∗), où θ et θ∗ sont respectivement les applications
canoniques

Ext1(G∗, F)→ Ext2(T̃ , T̃ ), Ext1(F∗,G)→ Ext2(T, T )

définies au §7.2. Soit

1 : Ext1(E,E)→ A2(σ )⊕ A2(σ
∗)
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l’application canonique. Des propositions 7.2.2 et 7.6.1 on déduit immédiatement :

7.6.4. Proposition : On a T=ker(1), 1(Ext1(E,E))= W (π, ρ) et 1(N +N∗)=

ker(θ)⊕ ker(θ∗).

7.7. Morphismes à valeurs dans Ext1(T, T ). On a un morphisme canonique

ν : P // // Hom(G, T̃ ) � � // Ext1(G,G)

qui est la restriction à P du morphisme N → Ext1(G,G) du §7.3. Soit

φT̃ : P → Ext1(T̃ , T̃ )

le morphisme composé

P
ν // Hom(G, T̃ ) � � // Ext1(T̃ , T̃ )

(pour le second morphisme voir le proposition 5.3.1). On a de même un morphisme
canonique

φT : P → Ext1(T, T ).

7.7.1. Proposition : On a φT = φT̃ , compte tenu de l’identification Ext1(T, T )'

Ext1(T̃ , T̃ ).

Démonstration. Analogue à celles des propositions 7.1.1 et 7.2.2. �

7.8. L’action de Hom(E,E) sur Ext1(E,E). D’après la proposition 7.3.2, on a

Hom(E,E) ' CIE ⊕ Hom(F,G∗).

On peut donc se restreindre à étudier l’action de Hom(F,G∗) sur Ext1(E,E). On
a des isomorphismes canoniques

Hom(F,G∗) ' Hom(F∗∗,G∗) ' Hom(G∗∗, F∗) ' Hom(G, F∗).

On note
µG : Hom(E,E)⊗ Ext1(E,E)→ Ext1(E,E),

µD : Ext1(E,E)⊗ Hom(E,E)→ Ext1(E,E)

les multiplications.

7.8.1. Proposition : Les restrictions de µG à Hom(F,G∗)⊗ (M + N∗) et de µD

à (M∗ + N )⊗ Hom(F,G∗) sont nulles. Compte tenu des inclusions

Ext1(E,E)/(M + N∗)' A2(σ ) ⊂ Ext1(G∗, F)' Hom(G∗, T ),

Hom(F∗∗, T )/Cπ = Ext1(G, F∗)/Cσ ∗
⊂ Ext1(E,E),

Ext1(E,E)/(M∗ + N )' A2(σ
∗) ⊂ Ext1(F∗,G)' Ext2(T, F∗∗),

Ext2(T,G∗)/Cρ = Ext1(F,G∗)/Cσ ∗
⊂ Ext1(E,E),
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µG est induite par l’application canonique

Hom(F∗∗,G∗)⊗ Hom(G∗, T )→ Hom(F∗∗, T )/Cπ,

et µD par

Ext2(T, F∗∗)⊗ Hom(F∗∗,G∗)→ Ext2(T,G∗)/Cρ.

Démonstration. On va montrer que la restriction de µG à Hom(F,G∗)⊗(M + N∗)

est nulle (l’assertion concernant µD est analogue).
Rappelons que N∗ = Ext1(F,E). On a un diagramme commutatif

Hom(F,G∗)⊗ Ext1(F,E)
_�

��
Hom(F,G∗)⊗ Ext1(E,E)

� � //

��

Hom(E,E)⊗ Ext1(E,E)

��
Hom(F,G∗)⊗ Ext1(G∗,E)

φ // Ext1(E,E)

où la colonne de gauche est exacte. Ceci montre que la restriction de µG à

Hom(F,G∗)⊗ N∗

est nulle. Il reste donc à montrer que la restriction φ′ de l’application précédente φ
à Hom(F,G∗)⊗Ext1(G∗,G∗) est nulle. Mais on a Hom(F,G∗)=Hom(F∗∗,G∗),
donc φ′ se factorise par Ext1(F∗∗,G∗), qui est nul. Donc φ′

= 0. Les autres asser-
tions se démontrent aisément en utilisant les résultats du §7.3. �

On en déduit que Aut(E) agit trivialement sur T, mais n’agit pas trivialement
sur Ext1(E,E) si celui-ci est distinct de T, en particulier lorsque X est une surface.

8. Variétés de modules d’extensions larges

8.1. Construction des variétés de modules.

8.1.1. Hypothèses. Soient X, Y, Z des ensembles ouverts de faisceaux cohérents
sur X , admettant des variétés de modules fins M, N, Z respectivement (§2.6), les
faisceaux de Z étant parfaits de codimension 2. Si X est une surface, on suppose
qu’il existe un entier positif k tel que Z soit l’ouvert de Hilbk(X) des sous-schémas
constitués de k points distincts. On note F, G, T les faisceaux universels sur M×X ,
N × X et Z × X respectivement. On note T̃ la famille de faisceaux déduite de T

vérifiant T̃z = (̃Tz) pour tout z ∈ Z (on peut construire T̃ par exemple en utilisant
des résolutions localement libres locales de T). Si X est une surface et pX désigne
la projection Z × X → X ), on a T̃ ' T ⊗ p∗

X (ω
−1
X ).
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On suppose que tous les faisceaux de X, Y sont localement libres, simples et
2-lisses, et que si A, B sont deux fibrés de X (resp. Y) non isomorphes, alors on a
Hom(A, B)= {0}.

On suppose aussi que si dim X > 2 les faisceaux de Z sont simples, et que pour
tout (m, n, z) ∈ M × N × Z, les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) On a, si i ≥ 1,

Exti (Fm,Tz) = Exti (Gn, T̃z) = {0}

(ii) Pour tout noyau E d’un morphisme surjectif Fm → Tz (resp. Gn → T̃z), on a
D(E)= Ext1(E, E).

La condition (ii) est vérifiée si H 0(Fm ⊗ T̃z) = {0} (resp. H 0(Gn ⊗ Tz) = {0})
d’après la proposition 5.4.1.

Soient pM , pN , pZ , p les projections de M × N × Z sur M, N, Z, et de M ×

N × Z × X sur M × N × Z respectivement. Soient

F = p∗

(
Hom(p]M(F), p]Z (T))

)
, G = p∗

(
Hom(p]N (G), p]Z (T̃))

)
,

et 0 = F ⊕ G, qui sont des faisceaux localement libres, c’est-à-dire des fibrés
vectoriels sur M × N × Z. Si (m, n, z) ∈ M × N × Z on a

F(m,n,z) ' Hom(Fm,Tz), G(m,n,z) ' Hom(Gn, T̃z).

Soient Fsurj, Gsurj les ouverts correspondant aux morphismes surjectifs, et 0surj
=

Fsurj
×M×N×Z Gsurj

⊂ 0.

8.1.2. Lemme : Soient A, A′ des faisceaux de X (resp. Y), T , T ′ des faisceaux de Z
et π : A → T , π ′

: A′
→ T ′ des morphismes surjectifs. Alors si ker(π)' ker(π ′),

on a A = A′, T = T ′, et il existe un automorphisme g de T tel que g ◦π = π ′.

Démonstration. Puisque ker(π) ' ker(π ′), on a A ' ker(π)∗∗
' ker(π ′)∗∗

' A′ ,
donc A = A′. Puisque A est simple l’isomorphisme induit ker(π)∗∗

' ker(π ′)∗∗

est une homothétie et ker(π)= ker(π ′) comme sous-faisceaux de A. On en déduit

T ' A/ ker(π)= A′/ ker(π ′)' T ′

et le lemme en découle immédiatement. �

Soit 00
⊂ 0surj l’ouvert correspondant aux extensions larges. Au dessus de

(m, n, z)∈M×N×Z, 00 est l’ensemble des (π, ρ)∈Hom(Fm,Tz)⊕Hom(Gn, T̃z)

tels que π et ρ soient surjectifs et
– hi (F∗

m ⊗ G∗
n)= 0 si i ≥ 1,

– Ext2(ker(π),G∗
n)= Ext2(ker(ρ), F∗

m)= {0},
– hi (Fm ⊗ Gn)= 0 si i ≤ 1.
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Si (π, ρ) ∈ 00
m,n,z , on note E(π, ρ) l’extension large correspondante. On a donc

des suites exactes

0 // G∗
n

// E(π, ρ) // ker(π) // 0,

0 // F∗
m

// E(π, ρ)∗ // ker(ρ) // 0.

8.1.3. Proposition : Soient (m, n, z), (m′, n′, z′) ∈ M × N × Z, (π, ρ) ∈ 00
(m,n,z),

(π ′, ρ ′) ∈ 00
(m′,n′,z′). Alors on a E(π, ρ) ' E(π ′, ρ ′) si et seulement si (m, n, z) =

(m′, n′, z′) et s’il existe λ ∈ C∗, g ∈ Aut(Tz), tels que π ′
= g ◦π , λg̃ ◦ ρ ′

= ρ.

Démonstration. Soit θ : E(π, ρ)→ E(π ′, ρ ′) un isomorphisme. On considère les
suites exactes

0 // G∗
n

// E(π, ρ) // ker(π) // 0,

0 // G∗

n′
// E(π ′, ρ ′) // ker(π ′) // 0.

On a Hom(G∗
n, ker(π ′)) = {0}, donc θ(G∗

n) ⊂ G∗

n′ . Comme Hom(G∗
n,G∗

n′) = {0}

si n 6= n′, on a n = n′, et la restriction de θ à G∗
n est une homothétie de rapport

γ 6= 0. Donc θ induit un isomorphisme ker(π)' ker(π ′). D’après le lemme 8.1.2
on a m = m′, z = z′, et il existe g ∈ Aut(Tz) tel que π ′

= g ◦ π . On a aussi
ker(π)= ker(π ′) (comme sous-faisceaux de Fm) et l’automorphisme de Fm induit
par 1

γ
θ est une homothétie de rapport λ 6= 0. On a donc un diagramme commutatif

0 // G∗
n

// E(π, ρ) //

1
γ
θ

��

ker(π)

λ

��

// 0

0 // G∗
n

// E(π ′, ρ ′) // ker(π ′) // 0

En dualisant on en déduit le carré commutatif

Gn
α // Ext1(ker(π),OX )

Gn
α′

// Ext1(ker(π ′),OX )

λ

OO

On a un diagramme commutatif

0 // ker(π) // Fn // Tz

g
��

// 0

0 // ker(π ′) // Fn // Tz // 0
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En dualisant on en déduit le carré commutatif

Ext1(ker(π),OX )
∂ // Ext2(Tz,OX )= T̃z

Ext1(ker(π ′),OX )
∂ ′

// Ext2(Tz,OX )= T̃z

g̃

OO

En regroupant ces deux carrés commutatifs on obtient le carré commutatif

Gn
α //

ρ

((
Ext1(ker(π),OX )

∂ // T̃z

Gn
α′

//

ρ′

66Ext1(ker(π ′),OX )
∂ ′

//

λ

OO

T̃z

λg̃

OO

On a donc λg̃ ◦ ρ ′
= ρ. La réciproque est immédiate. �

8.1.4. Construction des variétés de modules. On va construire une « variété de
modules » pour les extensions précédentes. Traitons d’abord le cas le plus simple,
c’est à dire dim X > 2. Soient

U = P(Fsurj)×M×N×Z P(Gsurj)

et M(X,Y,Z) l’ouvert de U correspondant aux extensions larges.
On suppose maintenant que X est une surface. Soit Uk l’ouvert de X k constitué

des (x1, . . . , xk) tels que xi 6= x j si 1 ≤ i < j ≤ k. Pour 1 ≤ j ≤ k soient λ j :Uk → X
la restriction de la j-ième projection,

fi : M × N × Uk → M × X

la composée de la projection M × N × X → M × X et de IM×N × λi ,

gi : M × N × Uk → N × X

la composée de la projection M × N × X → N × X et de IM×N × λi . Soient
Fi = f ∗

i (F), Gi = g]i (G) et

W = M s(F∗

1, . . . , F∗

k ,G∗

1, . . . ,G∗

k)

(voir le §2.9). Sur W agit de manière évidente le groupe 6k des permutations de
{1, . . . , k}. Soit

M(X,Y,Z) = W/6k .
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C’est une variété quasiprojective lisse. La projection W → M × N × Uk passe au
quotient et définit un morphisme M(X,Y,Z)→ M × N × Z.

Dans tous les cas, d’après les propositions 8.1.3 et 2.9.1 les points fermés de
M(X,Y,Z) s’identifient aux classes d’isomorphisme d’extensions larges du type
E(π, ρ). On note Larg(X,Y,Z) l’ensemble des classes d’isomorphisme d’exten-
sions larges E(π,ρ), qui est donc aussi l’ensemble des points fermés de M(X,Y,Z).

Soit r (resp. s) le rang des fibrés de X (resp. Y), d = χ(Fm,Tz), e = χ(Gn, T̃z)

(pour (m, n, z) ∈ M × N × Z). Si X est une surface on a

dim M(X,Y,Z) = dim M + dim N + k(r + s + 1)− 1,

et si dim X > 2

dim M(X,Y,Z) = dim M + dim N + dim Z + d + e − 2.

8.2. Familles pures d’extensions larges. Soit n = dim X . Soit E une famille de
fibrés de Larg(X,Y,Z) paramétrée par une variété algébrique S. C’est donc un
fibré vectoriel sur S × X . Soit

U = p]S(E
∗)⊗ p]N(G

∗)⊗ p∗

X (ωX )

(pS , pN, pX désignant les projections de S × N sur S, N, et de S × N × X sur X
respectivement). Pour tout point fermé (s, n) de S × N, le morphisme

Rn pS×N∗(U)⊗O(s,n) C → H n(X,E∗

s ⊗ G∗

n ⊗ωX )

(pS×N désignant la projection S×N×X → S×N) est un isomorphisme. Par dualité
de Serre on a un isomorphisme

H n(X,E∗

s ⊗ G∗

n ⊗ωX ) ' Hom(G∗

n,Es)
∗.

Par conséquent pour tout point fermé s de S il existe un unique point fermé n de
N tel que (s, n) ∈ supp(Rn pS×N∗(U)) , et on a dim Hom(G∗

n,Es)= 1.

8.2.1. Définition : On dit que E est pure si il existe un morphisme φ : S →

supp(Rn pS×N∗(U)) tel que pS ◦ φ = IS , et un fibré en droites L sur S tel que
Rn pS×N∗(U)' φ∗(L).

Dans le cas des fibrés instables de rang 2 sur P2 cette définition est équivalente
à celle donnée dans [Strømme 1983a]. Supposons que E soit pure. Alors φ est une
immersion fermée. Soit F un faisceau cohérent sur S × N. Alors on a, en posant

V = p]S(E)⊗ p]N(G),

un isomorphisme canonique

pS×N∗

(
V ⊗ p∗

S×N(F)
)

' Hom
(
Rn pS×N∗(V

∗
⊗ p∗

X (ωX )),F
)

= Hom(φ∗(L),F)
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de dualité relative [Kleiman 1980]. Soit α : S → N la seconde composante de φ.
Alors, en prenant F = Oφ(S) dans ce qui précède, on voit qu’on a un isomorphisme

pS∗(α
](G)⊗ E) ' L∗.

Il en découle que le morphisme canonique

θ : p∗

S pS∗(α
](G)⊗ E)⊗α](G∗)→ E

est injectif (comme morphisme de faisceaux). En utilisant par exemple le [Grothen-
dieck 1971, exposé IV, corollaire 5.7] on voit que U = coker(θ) est une famille
plate de faisceaux réguliers. En utilisant les résultats du chapitre 5 on voit que U∗

est localement libre et que U∗∗/U est une famille de faisceaux de Z. On en déduit
aisément :

8.2.2. Proposition : La famille E est pure si et seulement si E∗ l’est.

8.2.3. Proposition : Si E est pure, il existe un unique morphisme fE :S→M(X,Y,Z)

tel que pour tout point fermé de S, fE(s) soit le point de M(X,Y,Z) correspondant
à l’extension large Es .

Démonstration. Analogue à la proposition 2.7 de [Strømme 1983a]. On utilise la
suite exacte

0 → p∗

S pS∗(α
](G)⊗ E)⊗α](G∗)→ E → U → 0. �

8.2.4. Remarque : Les résultats précédents s’étendent sans peine à des cas un peu
plus généraux où M ou N ne sont plus nécessairement des variétés de modules
fins, mais des structures de variétés algébriques sur X, Y respectivement, ayant des
propriétés moins fortes. Par exemple M ou N peuvent être des ouverts de variétés
de modules de fibrés stables et 2-lisses.

8.3. Fibrés universels. On utilise les notations de 8.1.4. En utilisant des résultats
de [Ramanan 1973] concernant les extensions universelles (voir aussi [Seshadri
1982, app. III, p. 198]) on montre qu’il existe un fibré universel défini localement
sur M(X,Y,Z)× X (§2.6). On n’en donnera la construction que dans le cas où X
est une surface, qui est le plus difficile.

8.3.1. Construction du fibré universel. On reprend les notations des §8.1.1 et 8.1.4.
Soit

U = P(F∗

1)×M×N×Xk · · · ×M×N×Xk P(F∗

k),

et soient

πi : U → P(F∗

i ), πM : U → M, πN : U → N,
πXk : U → Xk, pU : U × X → U, π : U → M × N × Xk
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les projections. Soit T′ le faisceau universel sur Xk × X (on a donc T′/6k = T).
Soient

8 : π
]
M(F)⊗ p∗

U
(
π∗

1 (OP(F∗

1)
(−1))

)
⊗ · · · ⊗ p∗

U
(
π∗

k (OP(F∗

k )
(−1))

)
→ π∗

Xk
(T′)

le morphisme surjectif évident de faisceaux sur U × X et F0 = ker(8). Ce dernier
est une famille de faisceaux réguliers sur X paramétrée par U . Posons

A = Ext1
pU

(
F0, π

]
N(G

∗)
)
, B = pU∗

(
Hom(F0, π

]
N(G

∗))
)
.

On a des isomorphismes canoniques

A ' pU∗

(
Hom(π ]N(G), π

∗

Xk
(T′))

)
, B ' pU∗

(
Hom(π ]M(F), π

]
N(G

∗))
)
.

Soit E = A ⊗ B. Si y =
(
m, n, (xi ), (φi )

)
∈ U avec xi ∈ X , φi ∈ P(F∗

xi
) on a

Ey = Hom
(

Gn,
k
⊕

i=1
Oxi

)
⊕ Hom(Fm,G∗

n).

Il en découle qu’on a E = π∗(E′), avec

E′
= p∗

(
Hom(p]N(G), pk∗(T

′))
)
⊗ p∗

(
Hom(p]M(F), p]N(G

∗))
)

(p, pN, pk , pM désignant les projections de M×N× Xk × X sur M×N× Xk , et de
M×N×Xk sur N, Xk et M respectivement). Soit V ⊂M×N×Xk un ouvert affine.
On a alors H i (V, E′) = {0} pour i ≥ 1. Comme on a Riπ∗(OU ) = 0 pour i ≥ 1
il en découle qu’on a aussi H i (π−1(V ), E) = {0} pour i ≥ 1. D’après [Ramanan
1973, lemma 2.4], il existe une extension universelle sur P(A)|π−1(V ) × X :

0 → π
]
U (π

]
N(G

∗))⊗π∗

P(OP(A)(1))→ E → π
]
U (F0)→ 0

(πU , πP désignant les projections P(A)→ U , P(A)× X → P(A) respectivement).
Mais P(A)|π−1(V )/6k est un ouvert de M(X,Y,Z) (voir la remarque 2.9.2) et E/6k

est un fibré universel sur (P(A)|π−1(V )/6k)× X .

8.3.2. Le cas des variétés de dimension supérieure à 2. Supposons que dim X >2.
Les hypothèses du §8.1.1 et les résultats du §7.6 entraînent que les fibrés universels
locaux obtenus sont des familles complètes. Dans ce cas M(X,Y,Z) est donc une
variété de modules fins. On obtient ainsi de nouvelles variétés de modules fins de
fibrés vectoriels non simples (on donne dans [Drézet 1999] des exemples de telles
variétés sur P2).

8.4. Exemples sur P3. Dans les exemples suivants on utilise deux types de fais-
ceaux réguliers sur P3 : les faisceaux d’idéaux de droites ou les faisceaux réguliers
construits au §5.4.4 comme noyaux de morphismes surjectifs E → O`(m) (` étant
une droite de P3, m > 0 et E un fibré de corrélation nulle). Dans ce dernier cas on
prendra pour Z la grassmannienne des droites de P3 et pour T le fibré en droites
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universel de degré m. Pour toute droite ` de P3 on a donc T` = O`(m). Rappe-
lons que la variété de modules fins constituée des fibrés de corrélation nulle est
isomorphe à un ouvert de P5.

8.4.1. Fibrés de rang 3. Soit n> 4 un entier. On considère des extensions du type

0 → E(n)→ E → I` → 0

où ` est une droite de P3, I` son faisceau d’idéaux et E un fibré de corrélation
nulle. On montre aisément que les propriétés des §6.2 et 8.1.1 sont vérifiées. Ici
M est réduit à un point (correspondant à O), Z est la grassmannienne des droites
de P3 et N est la variété de modules des fibrés de corrélation nulle (c’est-à-dire
la variété de modules des fibrés stables de rang 2 et de classes de Chern c1 = 0,
c2 = 1). Les fibrés E sont de rang 3 et de classes de Chern 2n, n2

+ 2, 2n + 2.
La variété de modules M(X,Y,Z) des extensions larges du type précédent est une
variété de modules fins. On a dim M(X,Y,Z)= 2n +14. Les fibrés E sont lisses,
mais on a cependant

dim Ext2(E,E) = 2n + 10.

Pour obtenir ce résultat, on part de la formule χ(E,E) = 4n2
− 3 (obtenue grâce

au théorème 2.1.4 par exemple). On a

dim End(E) = h0(E(n))+ 1 =
1
3 n(n + 2)(n + 4)+ 1,

dim Ext1(E, E) = dim M(X, Y, Z) = 2n + 14,

dim Ext3(E, E) = dim Hom(E, E(−4)) = h0(E(n − 4)) =
1
3 n(n − 2)(n − 4),

d’où on déduit la dimension de Ext2(E,E).

8.4.2. Fibrés de rang 4. Soient m, n des entiers, avec n > Max(m, 4). Soient E
un fibré de corrélation nulle, ` une droite de P3 et π : E → Ol(m) un morphisme
surjectif. On considère des extensions du type

0 → E ′(n)→ E → ker(π)→ 0,

où E ′ est un fibré de corrélation nulle. On montre aisément que les propriétés des
§6.2 et 8.1.1 sont vérifiées. Ici M est la variété de modules des fibrés de corrélation
nulle, N est isomorphe à M et Z est la grassmannienne des droites de P3. Les fibrés
E sont de rang 4 et de classes de Chern 2n, n2

+ 3, 4n − 2m + 2. La variété de
modules M(X,Y,Z) des extensions larges du type précédent est une variété de
modules fins. On a dim M(X,Y,Z)= 2n + 20. Les fibrés E sont lisses, mais on a
cependant

dim Ext2(E,E) = 2n − 5

(démonstration analogue à celle de 8.4.1).
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9. Extensions larges sur les surfaces

On suppose dans ce chapitre que X est une surface.

9.1. Extensions larges génériques. On considère comme dans le §6.4 des fibrés
vectoriels F, G, et un faisceau parfait T sur X . Soient

π : F → T, ρ : G → T̃

des morphismes surjectifs, F = ker(π), G = ker(ρ), de telle sorte que F = F∗∗,
G = G∗∗. On se place dans le cas où comme au §6.2, π et ρ définissent une
extension large

(L) 0 // G∗ i // E
p // F // 0

associée à σ ∈ Ext1(F,G∗) et l’extension duale

(L∗) 0 // F∗
t p // E∗

t i // G // 0

associée à σ ∗
∈ Ext1(G, F∗). D’après la Définition 6.2.2, F∗ et G∗ sont 2-lisses.

On utilise les notations du chapitre 6.
D’après la proposition 7.4.5, compte tenu des isomorphismes

Ext1(G∗, F)' Hom(G∗, T ), Ext2(F, F)' H 2(OX )

et de la dualité de Serre, la transposée de σ×

H 0(ωX )→ Hom(G∗∗, T̃ ⊗ωX )

est simplement la composition avec ρ.
Notons aussi que le fait que X est une surface implique que ξ2 et ξ∗

2 sont sur-
jectives (proposition 7.4.4).

On étudiera plus particulièrement les extensions larges génériques. On emploie
ce terme lorsque le faisceau de torsion T est une somme directe de faisceaux struc-
turaux de points distincts :

T =

⊕
x∈Z

Cx ,

où Z ⊂ X est fini, Cx désignant le faisceau structural de {x}. Dans ce cas π équivaut
à une suite (πx)x∈Z , avec πx ∈ F∗

x , πx 6= 0. On a

T̃ =

⊕
x∈Z

ω∗

X,x .

On fixe, pour tout x ∈ Z , un isomorphisme ωX,x ' C, ce qui permet d’identifier T̃
et

⊕
x∈Z Cx , et ρ équivaut à une suite (ρx)x∈Z , avec ρx ∈ G∗

x , ρx 6= 0.
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On a des isomorphismes canoniques

Ext1(G∗, F) '

⊕
x∈Z

G∗∗

x , Ext1(F∗,G) '

⊕
x∈Z

F∗∗

x .

D’après la proposition 2.3.2, on a un isomorphisme canonique

Ext2(T, T ) '

⊕
x∈Z

ω∗

X,x ' CZ ,

et le morphisme trace s’écrit

Ext2(T, T )−→ H 2(OX )' H 0(ωX )
∗

(αx)x∈Z 7−→
(
s 7→

∑
x∈Z

αx s(x)
)

On en déduit les multiplications par σ et σ ∗

×σ : Ext1(G∗, F)=
⊕
x∈Z

G∗∗
x −→ Ext2(G∗,G∗)' H 0(ωX )

∗

(φx)x∈Z 7−→
(
s 7→

∑
x∈Z

〈φx , ρx 〉s(x)
)

×σ ∗
: Ext1(F∗,G)=

⊕
x∈Z

F∗∗
x −→ Ext2(F∗, F∗)' H 0(ωX )

∗

(ψx)x∈Z 7−→
(
s 7→

∑
x∈Z

〈ψx , πx 〉s(x)
)

En ce qui concerne les morphismes canoniques Ext1(G∗, F) → Ext2(T, T ) et
Ext1(F∗,G)→ Ext2(T, T ), on a

Ext1(G∗, F)=
⊕
x∈Z

G∗∗
x −→ Ext2(T, T )

(φx)x∈Z 7−→ (〈φx , ρx 〉)x∈Z

Ext1(F∗,G)=
⊕
x∈Z

F∗∗
x −→ Ext2(T, T )

(ψx)x∈Z 7−→ (〈ψx , πx 〉)x∈Z

Rappelons que 1 désigne le morphisme canonique Ext1(E,E)→ A2(σ )⊕ A2(σ
∗)

(voir le §7.6). D’après la proposition 7.6.4, on a

1(Ext1(E,E)) =

{
((φx), (ψx)) ∈

⊕
x∈Z

G∗∗
x ×

⊕
x∈Z

F∗∗
x ;

〈φx , ρx 〉 + 〈ψx , πx 〉 = 0 pour tout x ∈ Z et∑
x∈Z

〈φx , ρx 〉s(x)= 0 pour tout s ∈ H 0(ωX )
}
.
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Si η ∈ Ext1(E,E), on notera s(η) (resp. s∗(η)) le support de l’image ζ de η
dans Ext1(G∗, F) (resp. Ext1(F∗,G)), c’est-à-dire l’ensemble des x ∈ Z tels que
la composante selon x de ζ est non nulle.

9.1.1. L’action de Hom(E,E) sur Ext1(E,E). Soient η ∈ Ext1(E,E) et (φx)x∈Z

(resp. (ψx)x∈Z ) son image dans A2(σ ) (resp. A2(σ
∗)). Soit λ∈ Hom(F∗∗,G∗), vu

comme élément de Hom(E,E). Alors on a d’après la proposition 7.8.1

λη ∈ Hom(F∗∗, T )/Cπ =

( ⊕
x∈Z

F∗
x

)
/〈(πx)〉, λη = (φx ◦ λx)x∈Z ,

ηλ ∈ Ext2(T,G∗)/Cρ =

( ⊕
x∈Z

G∗
x

)
/〈(ρx)〉, λη = (λx(ψx))x∈Z .

9.2. Le produit Ext1(E,E)×Ext1(E,E)→ Ext2(E,E) et l’application ω2(E). On
considère l’application bilinéaire canonique

µ0 : Ext1(E,E)× Ext1(E,E)→ Ext2(E,E).

On note µ la composée

Ext1(E,E)× Ext1(E,E)
µ0 // Ext2(E,E) // Ext2(G∗, F)= Ext2(G∗, F∗∗),

le morphisme de droite étant induit par (L). D’après la proposition 7.3.2 on a
isomorphisme canonique

Ext2(E,E) ' H 2(OX )⊕ Ext2(G∗, F∗∗).

Soit σ ∈ Ext1(E,E). D’après la proposition 3.3.3, la déformation double de E

définie par σ s’étend en une déformation triple si et seulement si µ0(σ, σ ) = 0.
Mais µ0(σ, σ ) est toujours contenu dans le noyau de la trace. Il en découle que
la déformation double de E définie par σ s’étend en une déformation triple si et
seulement si µ(σ, σ )= 0.

9.2.1. Proposition : L’application µ s’annule sur (M + N∗) × Ext1(E,E) et
Ext1(E,E)× (M∗ + N ). L’application bilinéaire induite

Ext1(E,E)/(M + N∗)× Ext1(E,E)/(M∗ + N )→ Ext2(G∗, F∗∗)

est isomorphe à la restriction à A2(σ )× A2(σ
∗) de l’application bilinéaire cano-

nique

Hom(G∗, T )× Ext2(T, F∗∗)→ Ext2(G∗, F∗∗).
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Démonstration. La proposition se démontre à l’aide du diagramme commutatif
suivant :

Ext1(E,E)× Ext1(E,E)

����

µ // Ext2(G∗, F∗∗)

Ext1(G∗,E)× Ext1(E, F∗∗) // Ext2(G∗, F∗∗)

Ext1(G∗,E)× Ext1(F, F∗∗)

'

OO

��
Ext1(G∗, F)× Ext1(F, F∗∗) // Ext2(G∗, F∗∗)

Hom(G∗, T )× Ext1(F, F∗∗)

'

OO

��
Hom(G∗, T )× Ext2(T, F∗∗) // Ext2(G∗, F∗∗)

qui découle de l’associativité des Ext et des résultats du chapitre 9. �

Le produit

Hom(G∗, T )× Ext2(T, F∗∗)→ Ext2(G∗, F∗∗)

s’identifie (à l’aide de la dualité de Serre) à l’application canonique

Hom(G∗, T )× Hom(F∗∗, T ⊗ωX )
∗
→ Hom(F∗∗,G∗

⊗ωX )
∗.

Si l’extension large est générique, cette application est la somme directe des appli-
cations

G∗∗

x × (F∗∗

x ⊗ω−1
X x)−→ Hom(F∗∗

⊗ω−1
X ,G∗)∗

(γ, φ) 7−→ (α 7→ 〈αx(φ), γ 〉)

x parcourant Z . Cette formule généralise [Strømme 1983b, theorem (2.8)]. On en
déduit des propriétés du module formel de E (voir le §3.4) :

9.2.2. Proposition : On suppose que

H 1(F∗
⊗ G∗

⊗ωX ⊗ IZ ) = H 0(ωX ) = {0}

(IZ désignant le faisceau d’idéaux de Z ). Soient η, η′
∈ Ext1(E,E). Alors on a

µ(η, η′)= 0 si et seulement si

s(η)∩ s∗(η′) = ∅.
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Compte tenu de l’isomorphisme Ext2(E,E)∗ ' Hom(F∗∗
⊗ω−1

X ,G∗), on a

ker(ω2(E)) = Hom(F∗∗
⊗ω−1

X ,G∗
⊗ IZ ).

Pour tout x ∈ Z , soient πx,0, . . . , πx,r une base de F∗
x , avec πx,0 = πx , et

ρx,0, . . . , ρx,s une base de G∗
x , avec ρx,0 = ρx . Supposons comme dans la pro-

position 9.2.2 que H 0(ωX )= {0}. Alors

coker(1) ⊂

⊕
x∈Z

(G∗∗

x × F∗∗

x )

est défini par les équations ρx,0 + πx,0 = 0. Soient u1, . . . , uN ∈ Ext1(E,E)∗ tels
que u1, . . . , uN et les ρx,0, . . . , ρx,s, πx,1, . . . , πx,r , x ∈ Z , constituent une base de
Ext1(E,E)∗. Alors on déduit de ce qui précède le

9.2.3. Corollaire : On suppose que

H 1(F∗
⊗ G∗

⊗ωX ⊗ IZ ) = H 0(ωX ) = {0}.

Soit A le module formel de E. Soit

R = C
[
u1, . . . , uN , (ρx,0, . . . , ρx,s, πx,1, . . . , πx,r )x∈Z

]
et m R ⊂ R l’idéal maximal engendré par les variables. Alors on a

A/m3
A ' R/J,

J désignant l’idéal engendré par m3
R et les ρx,iπx, j , i + j > 0, ρ2

x,0.

9.3. Déformations des extensions larges. On suppose maintenant que le groupe
de Picard de X est isomorphe à Z, le générateur ample h étant identifié à 1. On
peut donc voir la première classe de Chern d’un faisceau cohérent sur X comme
un entier.

Soient r0, r1, a0, a1, b0, b1 des entiers, avec r0 ≥ 1, r1 ≥ 1. On s’intéresse à des
extensions larges du type

0 → G∗(d)→ E → F → 0

où G∗ (resp. F) est semi-stable de rang r0 (resp. r1) et de classes de Chern a0, b0

(resp. a1, b1). On note r , c1, c2 le rang et les classes de Chern de E. On a

r = r0 + r1, c1 = a0 + a1 + r0d,

c2 =
1
2r0(r0 − 1)d2

+ ((a0 + a1)r0 − a0)d + a0a1 + b0 + b1.

Il existe toujours de telles extensions larges si d �0. Dans la figure 4 est représenté
le polygone de Harder–Narasimhan P0 de E.
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c1

a0 + a1 + r0d

a0 + r0d M

N

r
r0 + r1r0O

FIG. 4. Polygone de Harder–Narasimhan des extensions larges

9.3.1. Théorème : Si d � 0 les déformations de E sont des extensions larges du
même type.

Démonstration. Rappelons que cela signifie que les polygones de Harder–Nara-
simhan des déformations de E sont égaux à P0 (cf. §1.5). Soient E un faisceau
cohérent sans torsion sur X , de rang r et de classes de Chern c1, c2, et

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En = E

sa filtration de Harder–Narasimhan. Pour 1 ≤ i ≤ n soient

ri = rg(Ei/Ei−1),

βi = c2(Ei/Ei−1),

αi = c1(Ei/Ei−1),

1i =1(Ei/Ei−1).

On a donc
βi = ri1i +

(1
2

−
1

2ri

)
α2

i .

On a
1 + c1h + c2h2

=

n∏
i=1

(1 +αi h +βi h2),

donc

c1 =

n∑
i=1

αi et c2 =

∑
1≤i< j≤n

αiα j +

n∑
i=1

βi =
1
2

c2
1 +

n∑
i=1

ri1i −
1
2

n∑
i=1

α2
i

ri
.
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On en déduit que
n∑

i=1

α2
i

ri
= r0d2

+ 2a0d + 2
n∑

i=1

ri1i + a2
0 + a2

1 − 2b0 − 2b1.

Pour tout i on a1i ≥ 0 (inégalité de Bogomolov [1978] ; voir aussi [Gieseker 1979;
Huybrechts et Lehn 1997]). Il existe donc une constante C (indépendante de d et
de E) telle que l’on ait

n∑
i=1

α2
i

ri
≥ r0d2

+ 2a0d + C.

On utilise les notations du §2.5. Si P ∈ P(r, c1) rappelons qu’on note aussi P la
fonction [0, r ] → R associée, et P ′ sa dérivée (définie en dehors des sommets de
P). Si P = P(E) l’inégalité précédente s’écrit∫ r

0
P ′(x)2 dx ≥ r0d2

+ 2a0d + C.

On pose

m(d, r0, r1, a0, a1) = sup
P∈P(r,c1)

P<P0

∫ r

0
P ′(x)2 dx .

D’après la proposition 2.10.2 on a

m(d, r0, r1, a0, a1) ≤

∫ r

0
P ′

0(x)
2 dx .

On suppose d’abord prouvé le résultat suivant :

9.3.2. Proposition : lim
d→∞

(
r0d2

+ 2a0d − m(d, r0, r1, a0, a1)
)
= ∞.

Pour en déduire notre théorème, il faut montrer que les polygones de Harder–
Narasimhan des déformations de E sont égaux à P0. D’après la proposition 2.5.1
les déformations de E ont un polygone de Harder–Narasimhan P ≤ P0. On peut
même supposer que P < P0 car P0 n’a que trois sommets. On a vu que∫ r

0
P ′(x)2 dx ≥ r0d2

+ 2a0d + C,

mais ceci contredit la proposition 9.3.2. Le Théorème 9.3.1 est donc prouvé. �

Démonstration de la proposition 9.3.2. Considérons la figure 4. Soient Q0 ∈ O M ,
Q1 ∈ M N des points à coordonnées entières. On suppose que (Q0, Q1) 6= (O, N ),
et Q0, Q1 distincts de M . Il existe un nombre fini, indépendant de d , de tels points.
Les points Q0, Q1 sont entièrement déterminés par leur abscisse s0, s1 respecti-
vement. On note Pd,Q0,Q1 le sous-ensemble de P(r, c1) constitué des polygones
P < P0 contenant Q0 et Q1 (voir figure 5).
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Si P ∈ Pd,Q0,Q1 on a donc O Q0 ⊂ P et Q1 N ⊂ P . Soient Pd ⊂ P(r, c1) le
sous-ensemble constitué des polygones P < P0 et P′

d ⊂ Pd le complément de
l’union des Pd,Q0,Q1 (avec (Q0, Q1) 6= (O, N )).

On démontre la proposition par récurrence sur r . Le premier cas est r = 2. Dans
ce cas on a r0 = r1 = 1, et

m(d, 1, 1, a0, a1) = d2
+ 2(a0 − 1)d + (a0 − 1)2 + (a1 + 1)2.

Cette valeur est obtenue pour le polygone maximal de Pd , dont le sommet du
milieu est (1, a0 + d − 1). On a donc

r0d2
+ 2a0d − m(d, 1, 1, a0, a1) = 2d − (a0 − 1)2 − (a1 + 1)2,

d’où la proposition dans ce cas.
On suppose maintenant que la proposition est prouvée si r<R, et que r = R>2.

Soient Q0 ∈ O M , Q1 ∈ M N comme précédemment, et a′

0 = a0s0/r0. Soient P ∈

Pd,Q0,Q1 et P la restriction de P à [s0, s1]. On a∫ r

0
P ′(x)2 dx = s0d2

+ 2a′

0d +
a′

0
2

s0
+ (r1 − s1)

a2
1

r2
1

+

∫ s1

s0

P ′(x)2 dx .

c1

a0 + a1 + r0d

a0 + r0d M

N

r
r0 + r1r0s0 s1

Q0

Q1

O

FIG. 5. Polygones de Pd,Q0,Q1
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Donc

r0d2
+ 2a0d −

∫ r

0
P ′(x)2 dx

= (r0 − s0)d2
+ 2(a0 − a′

0)d −

∫ s1

s0

P ′(x)2 dx −
a′

0
2

s0
− (r1 − s1)

a2
1

r2
1
.

Soit ρ > 0. L’hypothèse de récurrence appliquée au cas r = s1 − s0 montre que

(r0 − s0)d2
+ 2(a0 − a′

0)d −

∫ s1

s0

P ′(x)2 dx ≥ ρ

pour d � 0. On a donc

(9–2) r0d2
+ 2a0d −

∫ r

0
P ′(x)2 dx ≥ ρ−

a′

0
2

s0
− (r1 − s1)

a2
1

r2
1

pour d � 0.
On considère maintenant les polygones de P′

d . La pente de leur dernier coté est
supérieure à a1/r1. Il existe même un nombre rationnel α > a1/r1 tel que cette
pente soit supérieure ou égale à α, quel que soit d . Soient M ′ le point d’abscisse
r0 de la droite de pente α passant par N , et β = MM ′, qui est indépendant de d .
Alors tout polygone de P′

d est inférieur ou égal au polygone P1 de la figure 6.

c1

a0 + a1 + r0d

a0 + r0d M

M ′

r
r0 + r1r0r0 − 1O

β

droite de pente α

FIG. 6. Polygone P1
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Soit P ∈ P′

d . D’après la proposition 2.10.2 on a donc∫ r

0
P ′(x)2 dx ≤

∫ r

0
P ′

1(x)
2 dx .

On a ∫ r

0
P ′

1(x)
2 dx = r2

0 d + 2(a0 −β)d +
a2

0

r2
0
(r0 − 1)+

(a0
r0

−β
)2

+α2r1,

d’où

r0d2
+ 2a0d −

∫ r

0
P ′(x)2 dx ≥ 2βd −

a2
0

r2
0
(r0 − 1)−

(a0
r0

−β
)2

−α2r1,

ce qui, avec l’inégalité (9–2), démontre la proposition 9.3.2. �
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