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BERTRAND LEMAIRE

Let F be a nonarchimedean locally compact field, G be the multiplicative
group of a finite dimensional central simple F-algebra, and G’ be the kernel
of the reduced norm det’ : G — F*. We prove in this paper that for all
distinguished open subgroup H C G and all irreducible (smooth complex)
representation & of H, the character ®, = trace(x) is a locally integrable
distribution on H, locally constant on the set of regular elements of H. Then
we deduce that for all irreducible representation 7’ of G’, the character
©, = trace(’) is a locally integrable distribution on G’, locally constant
on the set of regular elements of G'.

Introduction

Soient F un corps commutatif localement compact non archimédien, D une
algebre a division de centre F, et V un espace vectoriel a droite sur D. Le degré
de D sur F et la dimension de V sur D sont supposés finis. On pose A =Endp (V)
et G = Autp(V). Soit G’ le noyau de la norme réduite det’ : G — F*. Rappelons
que le choix d’une D-base de V induit un isomorphisme de groupes G’ ~ SL,, (D),
n =dimp(V). Un élément g € G est dit régulier si son polyndme caractéristique
réduit est produit de polyndmes irréductibles sur F, deux a deux distincts (on ne
demande pas que ces derniers soient séparables sur F). On note G, I’ensemble des
éléments réguliers de G, et pour tout sous-groupe J C G contenant G', on pose
Jr=JNGy.

Soit (;r/, W) une représentation complexe lisse irréductible de G’, et soit dg’ une
mesure de Haar sur G’. On montre ici que le caractére ® - =trace(rr’ dg”) défini par
(¢, Or) = trace(n'(p dg")) (¢ € C°(G)) avec ' (pdg") = [, ¢(g)n'(g) dg,
est une distribution localement intégrable sur G’, localement constante sur G,.
En d’autres termes, on montre qu’il existe une fonction A, : G' — C localement
intégrable par rapport a dg’ et localement constante sur G, telle que O, = A, dg’.
La fonction A,/|g; est alors indépendante du choix de dg’; on la note encore ©.
Rappelons que pour F de caractéristique nulle, ce résultat est vrai pour tout groupe
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G(F) ou G est un groupe algébrique linéaire réductif défini sur F, connexe ou non
[Harish-Chandra 1978; Clozel 1987]. Notons que pour F de caractéristique > 0, on
sait déja [Harish-Chandra 1980] que ®, est une distribution localement constante
sur ’ensemble des éléments semisimples réguliers (au sens habituel) de G’. Pour
F de caractéristique > O divisant n, I’intégrabilité locale des caracteres de G' —
conjecturée par Harish-Chandra—est un résultat nouveau : méme pour SL;(F)
avec F de caractéristique 2, il n’était pas connu jusqu’a présent.

Quelques mots sur I'intérét d’un tel résultat. L’'intégrabilité locale des carac-
teres de G’ est un outil fondamental pour 1’analyse harmonique sur G'. 1l permet
en particulier d’utiliser la formule d’intégration de Weyl, et d’attaquer certaines
questions ouvertes en caractéristique > 0 (e.g., I’orthogonalité des caracteres des
représentations de carré intégrable modulo le centre). D’autre part, si k est un
caractere de F* trivial sur (F*)", le principe de la démonstration en deux étapes
(cf. ci-dessous) permet de traiter les caracteres tordus ®% = trace(wr dg o A%) des
représentations complexes lisses irréductibles k-stables w de G ; ou AY désigne
un opérateur d’entrelacement non nul entre 7 ® (k o det’) et 7, et dg une me-
sure de Haar sur G. On montre en particulier que ces caracteres tordus sont des
distributions localement intégrables sur G, localement constantes sur G,. Pour F
de caractéristique > 0 et D = F, ce résultat a des applications importantes dans
la théorie de I'induction automorphe : il permet par exemple, grice au “lemme
fondamental” [Henniart et Lemaire 2004b] et a I’existence de pseudo-coefficients
pour le caractere tordu d’une série k-discréte de G [Henniart et Lemaire 2004a], de
prouver par voie globale la surjectivité de I’application induction automorphe sans
devoir utiliser les résultats d’ Arthur — connus seulement en caractéristique nulle —
sur les caracteres tempérés virtuels (voir [Henniart et Herb 1995]) ; 1a rédaction de
tout cela apparaitra dans un article ultérieur.

Passons maintenant a la description détaillée des résultats. Choisissons une uni-
formisante @ de F. Identifions F* au centre Z de G, et notons 5, G’ le sous-
groupe fermé cocompact () - G’ C G. Soit (7, W) la représentation de , G’
définie par 7 (wig’) =n'(g') (i € Z, g’ € G’). Cette représentation s’étend en une
représentation lisse (sr, W) d’un sous-groupe ouvert distingué d’indice fini H C G.
Par construction, ;v est admissible et irréductible. Soit d# une mesure de Haar sur
H. On est donc ramené a montrer que :

(1) le caractere ®, = trace(w dh) défini par

(f, Ox) =trace(m(f dh)) (f €CZ(H))

avec w(f dh) = f g S (W) (h) dh, est une distribution localement intégrable
sur H, localement constante sur H;;
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(2) sile point (1) est vérifié, alors ®, est une distribution localement intégrable
sur G’, localement constante sur G;; et I'on a ©,/(g') = ©,(g’) pour tout
g €G..

La démonstration des points (1) et (2) ci-dessus est 1’objet principal de cet article.

Commencons par le point (1). Soit H C G un sous-groupe ouvert distingué (il
n’est pas nécessaire que H soit d’indice fini). Il s’agit tout d’abord de générali-
ser la théorie de Howe [1974] : comme dans [Lemaire 2004], on montre que la
transformée de Fourier 7" d’une distribution H -invariante 7 sur A a support “suf-
fisamment voisin du cdne nilpotent” (voir la section 2 pour une définition précise),
coincide au voisinage de 0 dans A avec la transformée de Fourier d’une distribution
H-invariante sur A a support compact modulo H-conjugaison ; ce qui implique
que T est, au voisinage de 0 dans A, combinaison linéaire des transformées de
Fourier des H-intégrales orbitales nilpotentes sur A. Rappelons que les G-orbites
nilpotentes de A sont paramétrées par I’ensemble I1,, des partitions de n. Pour
« € I, la G-orbite nilpotente O = {g " 'ny,g: g € G} C A associée 4 « est union
disjointe finie de H -orbites, paramétrées par le groupe A gAy\F > ; ot I’on a posé
Ay =det'(H) et Ay =det'(Gp,). Pour € T1,, et X € AyAy\F*, la H-intégrale
orbitale ®, ; définie par la H-orbite O, ; associée a («, x), est donnée par une
formule intégrale analogue a celle de Howe [1974, proposition 5] (proposition 1.5).
La transformée de Fourier @Z’ : de O ; est en revanche plus difficile a décrire ; cf.
(6.5) et la remarque A.6. Nous avons donc repris, en la modifiant pour 1’adapter a
la caractéristique > 0, la partie 1 de [Harish-Chandra 1978] : on montre que pour
toute distribution H -invariante T sur A a support compact modulo H -conjugaison,
la transformée de Fourier TV est une distribution localement intégrable sur A,
localement constante sur I’ouvert A” C A des éléments semisimples réguliers (au
sens habituel) ; de plus, la fonction 7|4 est donnée par une formule intégrale
comme dans [Huntsinger 1997]. Notons que si F est de caractéristique > 0, ce
dernier résultat est nouveau (i.e., n’avait pas encore été rédigé) méme pour D = F
et H=0G.

Soit 7 une représentation complexe lisse irréductible (donc admissible) de H,
et soit x € H un élément H -fermé ; i.e., tel que la H-orbite de x est fermée dans H
pour la topologie w -adique. Alors une simple modification de la construction de
[Lemaire 2004] (dans le cas non tordu) permet de “réduire” 1’étude du caractere ®
au voisinage de x dans H, a celle d’une distribution H,-invariante 6 sur Lie(H,) =
Lie(G,) telle que le support de 6" est “suffisamment voisin du cone nilpotent”;
ici, 0 désigne la transformée de Fourier de 6 dans Lie(G,). Puisque Lie(Gy)
est une F-algébre semisimple de la forme By x --- x B, ou B; est une algebre
centrale simple sur une extension finie F; de F, on en déduit que la distribution
®, est intégrable (resp. constante si x € H;) au voisinage de x dans H ; voir le



72 BERTRAND LEMAIRE

corollaire 3.9 pour un énoncé précis (décomposition en germes). Puisque pour tout
y € H, la fermeture dans H de la H-orbite de y contient un élément H-fermé, le
caractere ©, est localement intégrable sur tout le groupe H.

Quant au point (2), on se place dans la situation générale suivante : soit H un
groupe localement profini possédant une base dénombrable d’ouverts, et soient
G’, C C H deux sous-groupes fermés distingués tels que :

-G'NC=A{1},

— le groupe C est central dans H et discret (pour la topologie induite),

— le groupe CG’\ H est commutatif et compact (pour la topologie quotient).

On pose G = CG’ (produit direct). On suppose les groupes H et G’ unimodu-
laires. Soit (', W) une représentation complexe lisse admissible irréductible de
G’. Notons (77, W) la représentation de G définie par 7 (zg) = n’(g’) pour tous
z € Cetg €G'. On suppose que la représentation (77, W) de G s’étend en une
représentation lisse (71, W) de H. Puisque 7’ est admissible, 7r 1’est aussi. Soit Z
le centre de H, et soient dh et dg’ des mesures de Haar respectivement sur H et
G'. On suppose que la distribution ®, = trace(;r dh) est localement intégrable sur
H. On montre ici que si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

(i) vol(G'Z, dh) # & etladistribution ® est localement constante sur une partie
ouverte Y C H telle que vol(G' ~ (YNG’),dg’) =0,

(ii) la projection canonique H — G’\ H est scindée au-dessus d’un sous-groupe
ouvert de G'\ H,

alors la distribution ®, = trace(r’ dg’) est localement intégrable sur G’. De plus,
si la condition (i) est vérifiée, ou si la condition (ii) est vérifiée et si la distribution
O, est localement constante sur une partie ouverte ¥ C H telle que vol(G'~ (YN
G'),dg") =0, alors la fonction O |yng’ est localement intégrable sur G', et pour
toute fonction ' € C(G’), on a (f', Oy) = fG, [ (g0, (g)dg’. Dans cette
égalité, ©, est une fonction localement constante sur %, indépendante du choix de
dh (voir plus haut).

Soit maintenant G un groupe algébrique linéaire réductif connexe défini sur F,
et soit G’ son groupe dérivé. Soit C le tore central F-déployé maximal de G, et
soit C (@) le sous-groupe de C (F) défini par C(w ) = Hom(X*(C), (w)). Posons
»G'(F)=C(w)G'(F) C G(F) (produit direct), et soit H C G(F) un sous-groupe
ouvert contenant ., G'(F). Le triplet (H, G'(F), C(w)) vérifie toutes les condi-
tions imposées au triplet (H, G’, C) dans le paragraphe précédent. Soit G (F)g
I’ensemble des éléments semisimples réguliers de G (F). Pour toute représentation
complexe lisse irréductible (donc admissible) 7 de H, on montre comme dans
[Harish-Chandra 1980] que le caractere ®, est une fonction localement constante
sur H N G(F)g (cet ensemble est ouvert et dense dans H). De plus, la projec-
tion canonique G(F) — G'(F)\G(F) est scindée au-dessus de G'(F)\G(F), par
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conséquent la condition (ii) est vérifiée (la condition (i) en revanche n’est pas tou-
jours vérifiée). D’ou le résultat cherché : pour toute représentation complexe lisse
irréductible 7’ de G’ ~ SL,,(D), le caractere ®, est une distribution localement
intégrable sur G’, localement constante sur G;. De plus, au voisinage d’un élément
G-fermé x de G’, le caractére ©, posseéde une décomposition en germes, héritée de
celle du caractere ©, d’une représentation lisse 7 prolongeant 7z & un sous-groupe
ouvert d’indice fini de G. On montre aussi comment remplacer cette décomposition
par une combinaison linéaire (finie) des transformées de Fourier des G -intégrales
orbitales nilpotentes sur Lie(G ) tordues par un caractere de G.

Larticle est divisé en sept sections, suivies d’un appendice traitant des distribu-
tions (©X)". Ce sont :
1. Extension de la théorie de Howe [1974]

2. Transformées de Fourier des distributions T € J; (A), d’apres Harish-Chandra
[1978]

Intégrabilité locale des caracteres de H
Intégrabilité locale des caracteres de G’ : une méthode générale
Intégrabilité locale des caracteres de G'(F)

Intégrabilité locale des caracteres de SL, (D)

N kW

Application : intégrabilité locale des caracteres tordus des représentations « -
stables de GL,,(D)

Dans la section 2, on montre que la transformée de Fourier d’une distribution H-
invariante sur A a support compact, est localement constante sur A’ et intégrable au
voisinage de 0 dans A ; I'intégrabilité locale sur A est établie a la fin de la section
3. La section 3 reprend en la modifiant la construction de [Lemaire 2004] (dans
le cas non tordu). La situation générale ot H est un groupe localement profini et
G’, C C H sont deux sous-groupes fermés distingués, est traitée dans la section
4. Dans la section 5, on applique les résultats de la section 4 au cas particulier des
groupes algébriques.

Conventions d’écriture, notations. Si X est un espace topologique totalement dis-
continu. On note C°(X) (resp. Cc(X) si X discret, C*°(X) si X est compact,
C(X) si X est fini) ’espace des fonctions X — C localement constantes a support
compact, et 2(X) I’espace des distributions sur X. Si de plus X est muni d’une
structure de groupe topologique, on note €(X) I’ensemble des classes d’équiva-
lence de représentations complexes lisses irréductibles de X.

Une distribution 7 sur un groupe topologique localement compact totalement
discontinu X est dite localement constante (resp. localement intégrable) sur une
partie ouverte ¥ C X s’il existe une mesure de Haar a gauche du sur X et une
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fonction A : Y — C localement constante (resp. localement intégrable par rapport a
dp) telle que T'|y = A du. A multiplication prés par une constante > 0, la fonction
A ne dépend pas du choix de du ; lorsque la mesure de Haar sur X est fixée (et
qu’aucune autre ambiguité n’est possible), on note A par la méme lettre 7.

Soient X un groupe topologique localement compact totalement discontinu, et
2 C X une partie ouverte compacte. On appelle mesure de Haar sur X normalisée
par 2 I'unique mesure de Haar a gauche du sur X telle que vol(€2, du) = 1. Plus
généralement, pour tout sous-groupe fermé Y C X, on appelle mesure de Haar
sur Y normalisée par Q 1’unique mesure de Haar a gauche du’ sur Y telle que
vol(YNE, di') = 1. Enfin si X est compact, on appelle mesure de Haar normalisée
sur X la mesure de Haar sur X normalisée par X.

En dehors de la section 4 (qui traite de groupes topologiques localement pro-
finis), toutes les notions topologiques utilisées dans ce papier font référence a la
topologie w -adique ; ¢’ est pourquoi nous oublierons le plus souvent de le préciser.

1. Extension de la théorie de Howe

Soit H un sous-groupe ouvert distingué de G (un tel groupe contient G’). On
pose Ay =det'(H) C F*.
Les classes de G-conjugaison dans A sont décrites dans [Lemaire 2004, 5].
Reprenons le lexique introduit dans [Lemaire 2004, 6] : un élément y € A est dit
— fermé (ou G-fermé) si la G-orbite de y est fermée dans A, i.e. si le polyndme
minimal réduit de y est produit de polynémes irréductibles sur F' deux a deux
distincts ;
— pur (ou G-pur) si le polyndme minimal réduit de y est irréductible sur F ;
— régulier (ou G-régulier) si le polyndome caractéristique réduit de y est produit
de polyndmes irréductibles sur F deux a deux distincts ;
— séparable (ou G-séparable) si chaque composante F-irréductible du poly-
ndme minimal réduit de y est séparable sur F.
Les éléments fermés séparables (resp. réguliers séparables) sont donc les éléments
semisimples (resp. semisimples réguliers) au sens habituel. Un élément régulier
est pur si et seulement si son centralisateur dans G est compact modulo Z. Les
éléments purs réguliers séparables sont donc les éléments semisimples réguliers
elliptiques au sens habituel.
Soit A; I’ensemble des éléments réguliers de A ; on a donc G, = G N A;. Rap-
pelons que A’ désigne I’ensemble des éléments réguliers séparables de A (et pas
I’algebre de Lie de G’ !). Soit A, C A’ le sous-ensemble formé des éléments purs.

Pour toutes parties Y C A et Q C G, on note 2y =Ad Q(Y) I’ensemble {gyg ™" :
g€ Q,yeY};sideplus Y = {y}, on pose Op(y) = 2{y} et I’on note 0, le
centralisateur {g € Q : gyg~! = y} de y dans Q. L’action par conjugaison de G
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sur A induit une action sur 2(A) : pour g € G, T € D(A) et f € C°(A), on pose
(f, Adg(T)) = (Ad* g71(f), T) avec Ad* g7'(f) = f o Adg.

Pour toute partie X C A, on note X la fermeture de X dans A. Pour toute partie
fermée X C A telle que HXx = X, on note Jy(X) I’espace des distributions H-
invariantes sur X (pour ’action de H par conjugaison) a support contenu dans X.
Une partie 2 C A est dite compacte modulo H-conjugaison si elle est fermée et
s’il existe une partie compacte X C A telle que Q C #X. Puisque le groupe ZH
est cocompact (donc d’indice fini) dans G, 2 C A est une partie compacte modulo
H-conjugaison si et seulement si elle est compacte modulo G-conjugaison. Soit
Ji = J;(A) C Ju(A) le sous-espace formé des distributions a support compact
modulo H -conjugaison.

Soient op I’anneau des entiers de D, pp son idéal maximal,d = (D : F)"/“, et w
la valuation sur D normalisée par w(D*) = %Z. Pour y € F, on pose |y| =g~
ou g désigne le cardinal du corps résiduel de F. Fixons un op-réseau A dans V
et posons A" = Hom,, (A, A - p‘ll)”) (v e [—112). Ainsi 2 = 2° est un op-ordre
maximal (donc héréditaire) dans A, de radical de Jacobson 2!/ Posons K = A*
et KV =1+A" (ve (12).9).

Pour v € %Z, on note j" la projection canonique %(A) — D(A/A"). Soit N

172

I’ensemble des éléments nilpotents de A, et pour v € %Z et X C A, soit Jy y =
Jp x (A) I'espace des distributions H-invariantes 7 sur A telles que pour y € A,
(1,420, T) # 0 implique que y € X. On suppose dans cette section 1 que n =
dimp(V) > 1.

Proposition 1.1. I/ existe un voisinage ouvert et fermé V' de 1\ {0} dans A ~ {0},

tel que F*V =% et j"(Jp; 4y 9p) C J"(Jfp) pour tous v, u € éZ.

Démonstration. 1l s’agit simplement d’adapter la démonstration de [Lemaire 2004,
1.1]. Soit ng € 9N\ {0}. Comme en [Lemaire 2004, 1], on pose vi= kern6 (i=
0,...,r; n6_1 # 0 et ny = 0). Soit P le sous-groupe parabolique de G défini par
P={geG:g(Vi)=Vi, i=1,...,r—1}. Posons wl =V1,etpouri=2,...,r,
fixons un sous-D-espace vectoriel W; de V; tel que VINA = (VINnA)®(WINA).
Soit M le sous-groupe de Lévi de P défini par M = {g € G : g(W) = W', i =
1,...,r}. On a la décomposition M = ]_[;:1 Autp(Wh). Soit Z(M) le centre de
M, identifié a (F*)". L’élément § € Z(M) défini en [Lemaire 2004, 1] n’appartient
pas nécessairement & H ; on le remplace ici par I’élément 8’ € Z(M) N G’ défini
par

k+1

- —k+1 -1 2 .
8,_{(w kol o o wo?, ..., wh sir =2k,
(@ * o ! oo, ..., o" sir=2k+1.

Soient U le radical unipotent de P, U le radical unipotent du sous-groupe para-
bolique P de G opposé a P par rapport 3 M, et u, it C A les sous-F-algebres
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nilpotentes correspondantes. L’application A — A, g — 8'g8’~! contracte u et
dilate u. Précisément, pour v € él, on a les inclusions

uN WA cswnA)S L cuny’tl,
anA -l csanA)s cun A",

Pour v € éZ, notons B"” 1’0 g-réseau dans A défini par B = A’ N&'A'8' . Le
lemme 1.5 de [Lemaire 2004] reste vrai si I’on remplace BY par B"’. Puisque H
est ouvert dans G, il existe un n € $Z>0 tel que K" C H. On en déduit que le
lemme 1.6 de [Lemaire 2004] (condition (**) de [Howe 1974]) reste vrai si I’on

remplace G par H. La suite de la démonstration est identique celle de [Lemaire
2004, 1.1]. g

Soit L/F une extension non ramifiée maximale contenue dans D, et soit wp
une uniformisante de D telle que zzrDLzerl =1et wDywl;l =y (yel)
pour un générateur T de Gal(L/F). On peut supposer que wg = . On pose
AL = A®F L. Choisissons une D-base (ey, ..., e,) de V. Soit d = dimp(D)!/2.
Les éléments eiwg_j @i=1,...,n; j=1,...,d) forment une L-base de V.
Pour j = 1,...,d, notons V; le sous-L-espace vectoriel de V' défini par V; =
P, e;mi ! L. Alors la L-décomposition V = EB?:] V; induit une identification
AL=€D < s<q Homp(Vi, V;). Puisquepour j=1,...,d,onat(V;)= Vio,' =
V41 oulindice j est considéré modulo dZ, A s’identifie a1’ensemble des matrices
par blocs (Y i)1<jk<a € AL, Yjx € Homy (V, V), telles que (Y;"k)r = YJ’.“JFI’,(Jrl
(1 <j,k<d)oul’onaposé

. { @Y sij>k,
.,k = .
/ Yir sinon.

D’apres [Lemaire 2004, 5.3/1], les classes de G-conjugaison d’éléments nilpo-
tents de A sont paramétrées par I’ensemble I1,, des partitions de n. On rappelle la

construction. Soit @ = (j > oy > -+ > ay) €I, (0 > 0et Y ;o =n). La

L-base (elwg_l, ..., 6 wg_l) de V; induit une identification End; (V) =M,,(L).
Soit n1, € Endy (V1) I’élément nilpotent défini par r, = diag(Jy,, . . ., Jy,) (matrice
diagonale par blocs) ou r est le plus grand entier i € {1, ..., n} tel que o; # 0, et
o1 0 ---0
: 1 .o
Jak: 0 EMOlk(L)
1
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avec (convention d’écriture) J; = 0. Posons n, = @?;01 ﬁg € mm@le Endy (V;).
L application o — n, induit une bijection entre I1, et ’ensemble des classes de
G-conjugaison d’éléments nilpotents de A, d’application réciproque la bijection
induite par I’application 0t — I1,,, g — qb*l(ozg) définie en [Lemaire 2004, 5].

Soit o € II,. Soient A, et Ay, les sous-groupes de F* définis par A, =
det'(G,,) et Apo = det'(H,,) (= Ay N A,). Puisque G’ C H, I'application
det’ induit par restriction et passage aux quotients un isomorphisme de groupes
H,\Gpn, =& Anod\Ay. Le groupe HG,, est distingué dans G, et ’application
det” induit par passage aux quotients un isomorphisme de groupes 8, : HG, \G —
ApANF> . Puisque Z C G, le groupe HG, \G est fini. La G-orbite O, =0¢ (ny)
est un H-ensemble (pour I’opération de H par conjugaison), et via éy, I’ensemble
des H-orbites de O, est un torseur sous A gA\F*.

Remarque 1.2. Si I’on suppose seulement que H est un sous-groupe distingué de
G contenant G’, alors le groupe AgAy\F* peut étre infini. En effet, pour D = F,
G = GLy(F) et H = SL(F), si « est la partition (2, 0), alors n, est I’élément
nilpotent (8(1)) et Ay = (FX)2. Or pour F = F,((@)), le groupe (F*)2\F* est
infini.

Soit & € I1,,. On pose Vi =kern!, (i =0,...,r4; n@"! #£0 et n’e = 0). Soit
p, la sous-F-algebre parabolique de A associée a n,, définie par p, = {g € A :
g(VO’;) C Voi, i=1,...,ry —1}. Le radical nilpotent de p, est la sous- F-algebre
nilpotente de A définie paruy ={ge€ A:g(V/)c Vi=! i=1,...,r,—1}. Onpose
Py=psNG, Pgog=psNHetU,=u,NG. D apres [Lemaire 2004, 1.4/1], on a
Iinclusion G, C P,. Puisque G’ C H et G = G’ Py, I'inclusion P, C G induit par
passage aux quotients un isomorphisme de groupes iy, : Py oG, \Po — HG,,\G.
La P,-orbite OF, = Op, (n,) est un Py o-ensemble (pour I’opération de Py, par
conjugaison) ; et via §; = o1y, I’ensemble des Py o-orbites de OF, muni du point-
base Op,, (ny), est un torseur sous AgA\F ™.

Soit I1g , I’ensemble des couples (¢, x) avec o € 1, et x € AgA \F*. Pour
(o, x) €1y, choisissons un représentant x de ((S(;)_1 (x) dans P,, et posons ngy, x =
x"!ngx ; ainsi, p,y est la sous- F-algebre parabolique de A associée a ng, . L appli-
cation [1y , = N, (o, X) — ny , induit une bijection entre [1g , et I’ensemble des
classes de H-conjugaison dans 1. Pour («, x) € 1y ,, on pose Oy ; = Op (ngy x)
et 03 ¢ = Op,(nax);onaOy;z=x""041x et 0, =x'0%  x. Pour @ € I,,, on a
donc Oy = [ [; O,z ol X parcourt les éléments de A zA\F*, et chaque H-orbite
Oz est ouverte et fermée dans Oy. Pour a € I1,, on a 0}, = O, Nu, [Lemaire
2004, 1.4/4], d’ou OF, ; = Og,x Ny (X € ApAg\F™); de plus, on a 0f = 11; O
ou X parcourt les éléments de ApA,\F*, et chaque Py o-orbite @;’ ; est ouverte
et fermée dans OF,.
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Lemme 1.3. Soit « € [T, ~ {(1, ..., 1)}. Pour x € AgA\F™, @;’i est ouvert dans
Uy, €1 0 5\ 0% 2 = 0% - (e 0F).

Démonstration. Soit x € AgAy\ F*. Puisque O, est ouvert dans u, [Lemaire 2004,
1.4/5] et O, ; est ouvert dans 3, O, ; est ouvert dans u,. Puisque GOf, ; est fermé
dans Oy, on a 'inclusion OF, ; \OF, ; C0p \ 0y, Or 03, =u, [Lemaire 2004, 1.4/5],

T . e ° e ° 5. . . .
d’ou I’inclusion Ga,i ~ ©a,i C ©a,f (N (uy \ 0F). Linclusion inverse est claire. [

Lemme 1.4. Pour tout sous-groupe J C G contenant G’ et tout sous-groupe para-
bolique P C G, on a la décomposition J = (K NJ)(PNJ).

Démonstration. Soit P C G un sous-groupe parabolique, que 1’on peut supposer
minimal. On a la décomposition d’Iwasawa G = K P. Soit j € J. Ecrivons j = kp
avec k € K et p € P. Soit x = det'k € oF, et soit y € o}, tel que det'y = x.
Soit (by, ..., b,) une D-base de V telle que A = @7: 1 biop. Cette base induit les
identifications K = GL, (0p) C GL, (D) = G. Soit M C G le sous-groupe formé
des matrices diagonales (a coefficients dans D), et soit ko € K tel que k,’ "M ko C P.
Alors a =k(;1diag(y, I,...,Dkoe KNP etdet a=x.0nadonc j = (ka~")(ap)
avecka 'e KNG' CcKNJetap=(ka=')"'j e PNJ.Dou le lemme. O

Posons Ky = KN H, et soient dg, dh et dk les mesures de Haar respectivement
sur G, H et K normalisées par K.

Puisque H est ouvert dans G, pour (a, x) € I1,, le centralisateur H,,  de ng
donc est unimodulaire [Lemaire 2004, 1.10/1]. Pour
chaque a € I1,, choisissons une mesure de Haar dg,, sur G, ; notons dh,, la

dans H est ouvert dans G, _,
mesure de Haar sur H,, définie par dh,, = dgy,|mu,, ; et pour x € AgANF™,
la mesure de Haar sur H,, . déduite de dh,, via I'isomorphisme
h> x"hx.

notons dhy,,
H,, — H,

o,x?

Proposition 1.5. Soit o € T1,,. Pour x € AgAo\F*, l'intégrale orbitale

Oui(f. dhtn, ) = / FO e ih)

(f € CZ(A)
Hyg \H dhy,

) € Jg(A). De plus, fixée
une mesure de Haar du sur ug, il existe une constante ¢ = c(dhy,,, du) > 0 telle

est absolument convergente; i.e., Oy z = Oy 5(-,dh

Mg x

que pour tout x € AgA \F>, ona

(f. Ouz) = ¢ / / Fo Nk dkdu  (f € CR(A));
Ky x

0%z
en particulier, la distribution ®, ; ne dépend pas du choix de x € P,.

Démonstration. Si o = (1,...,1) (i.e., si ny, = 0), il n’y a rien a démontrer. On
suppose donc que o # (1,...,1). Soit dp la mesure de Haar a gauche sur P,
normalisée par Ky. Puisque H = Py Ky 1.4 et Py o N Ky = P, N Kg, pour
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toute fonction intégrable f: H — C,ona [, f(hdh= [, . f(pk)dpdk.
Soit X € AgAy\F*, et soit dy une mesure de Haar sur H,, . Soit du une mesure de
Haar sur u,. Grace a 1.3, on montre comme dans [Laumon 1996, 4.8.9] (cf. aussi

[Lemaire 2004, 3.2.2]) qu’il existe une constante c(dy, du) > 0 telle que pour toute
fonction f € CJ°(A), on a

Ous(f.dy) = c(dy. du) / Fk k) dk du,

Ky X@(;,)—(

Ce qui implique que ® 3(-,dy) € Ju(A). Soit §p, le caractere module sur P,,
défini par d(p'pp’~") = 8p,(p)dp’ (p, p' € Py). Posons K%, = x~'Kx, et no-
tons dk’ 1a mesure de Haar normalisée sur K7,. En remplacant K par K7, dans la
construction précédente, on obtient de la méme maniere que pour toute fonction
feC¥(A),ona

Ous(f, dy) = c(dy. du)sp, (x™ ) / f FO k) di du,

R
Puisque O 5( -, dhy, ) = Adx" (O 1(-, dhy,)), ona
c(dhy,,,du) = c(dhy,, du).
O

Puisque chaque G-orbite nilpotente de A est union finie de H-orbites, pour
(a, x) € 1y, la H-orbite Oy ; est localement fermée dans A ; et m est réunion
de O, 5 et d’'un nombre fini de H-orbites nilpotentes de dimension (en tant que
variétés w-adiques) strictement inférieure a celle de O, ; [Lemaire 2004, 5.2/2].
On en déduit que les distributions O ; ((«, xX) € 1y ,) forment une base du C-
espace vectoriel Jgy (D).

Soit d4 g la mesure de Haar sur A normalisée par 2 ; pour tout o -ordre maximal
5)) dans A, on a vol(Y), dsg) = 1. Fixons un caractere W de (F, +) de conduc-
teur pp et posons Wy = Wpotry poutry : A— F désigne la trace réduite.
On note f +— fV la transformée de Fourier sur C°(A) définie par fV(y) =
fA f(©@)Wa(yg)dag, ol z — Zz désigne la conjugaison complexe. D’ol une trans-
formée de Fourier T +> T sur 9(A), définie par (f, TV) = (f", T) (f € CF(A)).

Proposition 1.6. Soit Q2 C A une partie H-invariante compacte modulo H -conju-
gaison. Il existe un entier b tel que pour toute distribution T € Jy (R2), il existe des
constantes cy z(T) ((or, X) € Iy ) telles que

Ty - (TV -3 ca,;(T)®g’x> =0

(%)

out («, X) parcourt les éléments de Ty .
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Démonstration. Elle est identique a la démonstration de [Lemaire 2004, 1.11]. [

Pour o € IT,, notons ®, = Oy(-,dg,,) € Jc(A) la distribution définie par
(f, Oy) = fGna\G f(g 'ny8)(dg/dgn,), ou f € CP(A). D’apres [Lemaire 2004,
1.10/3], pour « € I,,, la distribution ®, est localement intégrable sur A, localement
constante sur A’. On va voir qu’il en est de méme des distributions © ; pour
(o, x) € g,

2. Transformées de Fourier des distributions T' € J;;(A), d’apres
Harish-Chandra

Pour tout sous-groupe ouvert compact 3 C G, on note dyk la mesure de Haar
normalisée sur X, et I’on pose

Ei\{,y(g) :f Wa(kyk="g) dick (v, g € A).
%

Proposition 2.1. Soit T € J};(A). La transformée de Fourier T" est une distribu-
tion localement intégrable sur A, localement constante sur A'. Et pour 'y € A’, on
aTY(y) = (\TIZ{J, T) pour tout sous-groupe ouvert compact X C H.

Pour y € A, la fonction A — C, g — \fi\{’ y(g) est clairement localement
constante. Si de plus y € A’, on montrera en particulier que pour toute partie com-
pacte modulo H-conjugaison 2 C A, I’intersection Supp(\TJ% ,)NE2 est compacte ;
ce qui donnera un sens a 1’énoncé ci-dessus. L’idée sous-jacente a la proposition
2.1 est la suivante : soit T € J;;(A) et f € C°(A). On a

g = [ ([ o).

mais il n’est en général pas possible d’inverser les deux signes intégrales ci-dessus.
Puisque T est H-invariante, pour tout sous-groupe ouvert compact ¥ C H, on a
aussi

22) g = [ ([ 1ot @an)ar.

Il s’agit de montrer que les deux signes intégrales dans (2.2) peuvent s’inverser,
et que la fonction A — C définie presque partout par y > [ A \fi‘{’ , () dT (y) est
localement intégrable.

Dans cette section, nous ne démontrerons qu’une partie de la proposition 2.1, a
savoir : I'intégrabilité de T" au voisinage de 0 dans A, la constance locale de T
sur A’, et la formule pour 7V (y) (y € A’). L’intégrabilité locale de T" sur A sera
montrée dans la section 3 (cf. le théoreme 3.16).
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Etude des restrictions Tvlccoo(A/) pour T € J};(A), d’aprés [Harish-Chandra
1978] et [Huntsinger 1997]. Fixons un sous-groupe ouvert compact X C H. Soit
EC G(Ql_l) la partie G-invariante ouverte et fermée dans A définie en [Lemaire
2004] 1.2. Pour tout sous-groupe de Cartan I' C G, on pose L(I') = Lie(I') C A

et L(')Y =L(T)NA". Pour x, y € A, on pose ad x(y) = xy — yx.
Lemme 2.3. Soient y, g € A. Alors 'application X — F, k — tr;‘/F(kyk_lg) est
submersive au point kg € K si et seulement si ad g(koyko_l) #0.
Démonstration. La différentielle de I’application X — F, k > tr, / F(kyk_lg) au
point kg s’écrit :

A— F, x— tr;\/F(adg(koyko_l)x).
Par F-linéarité, cette différentielle est surjective si et seulement si elle est non

identiquement nulle ; i.e., si et seulement si ad g(koyk, 1Y £0. D’ot le lemme. O

Lemme 2.4. Soient I' C G un sous-groupe de Cartan et Q2 C A une partie compacte
modulo G-conjugaison. Alors Uintersection L(I') N Q2 est compacte.

Démonstration. L application A — F" g > (anq—1(g), ..., ap(g)) donnée par
les coefficients du polyndome caractéristique réduit de g, est G-invariante ; et sa
restriction a L(I") est propre, a fibres finies. D’ou le lemme. ([l

Proposition 2.5. Soient k € Z et w C A une partie ouverte compacte. Alors il existe
un a € 7 tel que pour tout y € w, on a Supp(\llzf’ylwkg) C A9,

Démonstration. Pour tout sous-groupe de Cartan I' C G, 1’application
Hx LT - A, (k,y)— kyk™!

est partout submersive ; en particulier, I’intersection *{L(I")} N A’ est ouverte dans
A. On en déduit qu’il existe un ensemble fini {I"y, ..., [y} de sous-groupes de
Cartan de G tel que w C Ule 3{{L(F,-)} NA.Pouri =1,...,s, I'intersection
L) NwkE est compacte 2.4, par conséquent X; = ML)} N "2 est une
partie compacte. Soit b € Z tel que | J;_, X; C 2A°, et posons Q =w EN(A~ A).
On a donc (Uf:l (L)} N Q = @. Notons que €2 est une partie ouverte et
fermée dans A, compacte modulo G-conjugaison. Puisque *w C Ui, LT,
1’application

(HXxoxQL—>Fxox, (k,y, g)— (tr:q/p(kyk_lg), v, 8)

est partout submersive 2.3. On peut donc lui appliquer le principe de submersion
d’Harish-Chandra [1970, theorem 11] (voir [Harish-Chandra 1964, theorem 1]
pour la démonstration) : il existe une unique application linéaire surjective

CEHXxwxQ) = CPULHXwxQ)), g ¢°
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telle que

/// ok, y, ) Pol(k,y, g dykdaydag
HxwxQ

= //f @°(t,y, Q) P(t,y, ) dtdaydag
FxwoxQ

pour toutes fonctions ¢ € CP(H xwx Q) et P € C (L (H x wx Q)) ; ot dt désigne
la mesure de Haar sur F normalisée par 0. Soit fo = (¢o)® avec @o = lyrxwxq-
Fixons un couple (y, g) € w x Q. Alors il existe un ¢ € Z tel que y + A° C o,
g+ A C et T(A)YAC ¢ AV (rappelons que W4 (A/?) = 1). Pour A € FX,
notons W’ le caractere de F défini par W (1) = Wr(Ar). Pour ¢ = ¢ et & =
(W} ® 1y paor @ Lgpar) e @xwxa)» ON Obtient

/ W OkykTg) dyk = / folt, v, )T (1) di.
N F

L’égalité ci-dessus est vraie pour tout (y, g, X) € w x Q2 x F*.

La fonction fy appartient 8 C°(F X @ X Q) = CX(F) ® C°(w) ® C(R2).
Par conséquent, il existe un e € Z tel que pour tout (y, g) € @ x €2, la fonction
t— fo(t,y, g) appartient a C.(F/p%). Soit A9 € F* I’élément défini par

1 sie<0
ko::{ -
w ¢ sinon.

Puisque le conducteur de \T!)}O est contenu dans p};re, pour tout (y, g) € w X L,

ona fF fo(t, y, g)@’}p (t)dt =0,dou \le,f()»og) = 0. En d’autres termes, pour tout
(v,8) €wx X, 0na lT’zC(g) = (. Puisque 0 E = E ([Lemaire 2004] 1.2), on a
I’inclusion 102 D w*EN (A~ A%) avec a = inf{b, b — e}. D’ou1 la proposition. []

Corollaire 2.6. Pour y € A’, la fonction \Tlflf ylwkg est a support compact. Et I’ap-
plication A" — C&*° (@w*B), y— WZ{ y|m-k5 est localement constante.

Démonstration. La premiére assertion est claire. Quant a la seconde, soit w C A’
une partie ouverte compacte, et choisissons un entier a comme en 2.5. Il existe un
entier c > a tel que w + A = w, (FFENAY) + A = w*EN AT et *(A)A C
2!/ Alors pour tout y € 2, on a @%7y|wk3 € C(A%/A°), et I’application @ —
c (@*B), y—~ ITIZ{,y | sc5 se factorise a travers I’espace quotient w/2A°. g

Proposition 2.7. Soit T € J};(A). La transformée de Fourier T" est localement
constante sur A'. Et pour y € A’,ona TV (y) = (\PZf’y, T).

Démonstration. Soient f € C°(A”), w=Supp(f) etk € Z tel que Supp(T) C ok a.
D’apres 2.6, il existe un entier a tel que Supp(lf'z‘{vﬂwk z) C 2 pour tout y € w.
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Et d’apres (2.2), on a

g = [ ([ rowswan) are.

Puisque I’application ox A% — C, (y, g)— f (y)\Tfo’ y(g) est localement constante
2.6, on peut inverser les deux signes intégrales ci-dessus. On obtient que

(fTY)= f f) { /m ) \Tlif,y<g>dT<g>} day

= / f ( f \F?f,y(g)dT(g)) day.
A A

A nouveau d’aprés 2.6, 1’application A’ — (@Z{J,, T) = fA \f%},(g) dT (g) est
localement constante. D’ou la proposition. O

Descente parabolique. Posons W' = V&l) avec (convention d’écriture)
(n):(n’05~~-70)enﬂa

et pour i = 2, ...,n, choisissons un sous-D-espace vectoriel W' de V(iz) tel que
V(’;l) NA= (V(in_)1 NA)@® (W NA). Ona les décompositions V = EB?ZI wi
et A = @P/_, (W N A). Soit m(, la sous-F-algebre de Lévi de p(,) définie par
My ={g€A:g(W)C W' i=1,...,n};si D=F,m, estune sous-F-algebre
de Cartan de A. Pour « € I1,,, notons m,, I’unique sous- F-algebre de Lévi de p, telle
que my D My, Po la sous-F-algebre parabolique de A opposée a p,, par rapport a
my, et U, le radical nilpotent de p,. On a les décompositions : A = i, D my D Uy
et A=, NA) B (mMmy; NA)B (uey NA). Posons My =my NG et My o =My NH.
Notons A, le centre de My, et posons Ag , = Aq N H.

Soit a € I1,,. Soient dm, du et du les mesures de Haar respectivement sur m,
U, et U, normalisées par 2 ; et dm et du les mesures de Haar respectivement sur
M, et U, normalisées par K ;. On note encore f +— f la transformée de Fourier
sur C°(my) définie par [V (y) = fma F(m)Wa(ym)dm, et T — T latransformée
de Fourier sur @(my) définie par (f, TV) = (fV, T) (f € C(my)).

Pour f € C°(A), notons fg p, € CS°(my) la fonction définie par

SfH.p,(m) = // f(k_l(m+u)k) dudk.
Uy XKy
Et pour T € %(my), notons Ty p, € D(A) la distribution définie par

<f’ TH7p(X> = <fH,po(’ T)'
Posons jtq = vol(uy N AV, du) (= [ug N A : uy N AV,
Lemme 2.8. Pour f € C(A), ona (f)u,p, = ta(fH,p,)" -
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Démonstration. Soit f € C°(A). Pour (k, m,u1) € Ky x my X Uy, On a

fv(k‘l(m1+u1)k)=/ FUT gl)Wa((my +u1)g)dag
A
:ﬁ Wa(uii) Frpm, () du

avec Fpym, (1) = ffmaxua F @ +m+u)k)Ws(m(m +u)) dm du. D ot I'on
déduit que

(FH,p, (M) = C/

Uy

{/ npA(uﬁ)Ff,ml(ﬁ)dﬁ} du

avec Fyp (1) = fKH Ffm, () dk. Comme Fyp,, € CZ°(lly), il existe un entier a
tel que Fyp, € Ce(tig /(e NUY)). Un calcul facile montre alors que

V) ttop (1) = Fpmy (0) / /( D) du di
Uy

NAV/D=ay 5 (i, NA)
= F ., (0) vol(ug N AV du) vol (i, N A, dir).

Or Fym, (0) = (fi.p,)" (m1), vol(ug N AVD=4 du) = 114 vol(uy N A4, du)~" et
vol(u, N A%, dit) = vol(u, N A%, du). D’ol le lemme. O

Pour tout sous-groupe de Cartan I' C G, on note Ar le sous-tore F-déployé
maximal de I', d4.a la mesure de Haar sur Ar normalisée par le sous-groupe com-
pact maximal de Ar, et dry la mesure de Haar sur I" telle que vol(Ar,\I'#, i‘rrya )=
l;oul’onaposé 'y =TNH et Ar, =ArNH.Siy e A, alors le centralisateur
I' = G, est un sous-groupe de Cartan de G, et I’on note @ (-, y) la distribution

H-invariante sur A définie par

CDH(f,V)=/

_ dh
fieve) v
Cy\H ry

Puisque I’orbite Oy (y) est fermée dans A, 'intégrale ci-dessus est absolument
convergente. Notons que pour g € Get y € A’, on a

Dy, g 'y =Adg (Pu(-,y)).

De la méme maniere, si y € mg N A" pour un « € IT,, on note @y, (-, y) la
distribution M g o-invariante sur m, définie par

qDMH,a (fs )’) = /

1 dm
Sf(m J/m)d—-
FH\MH.Ot Fy

Lemme 2.9. Soit T € %(m,) une distribution M g o-invariante et localement inté-
grable. Alors la distribution Ty y,, est H-invariante et localement intégrable. Si de
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plus T est une distribution localement constante sur my N A’, alors la distribution
Ty p, est localement constante sur A'.

Démonstration. Mutatis mutandis, la démonstration est celle du lemme 1.8 de [Le-
maire 2004]. Pour f € C°(H), on a la formule d’intégration

/ fh)dh = /// f(muk)dm du dk.
H My o xUyXKpg

Grice a la cette formule, pour toute fonction f € C°(A) et tout élément y €
m, N A’, on montre la formule de descente

(2.10) DOty (FHpe V) = M a2 @1 (f, v)

ol Nm\a(y) = detp(ad y; mg\A). Comme dans la démonstration de [Lemaire
2004, 1.8], I’égalité (2.10), injectée dans les formules d’intégration de Weyl pour
Mpy o et H, implique toutes les assertions du lemme. g

Pour « € IT,, on note m, . ’ensemble des y € m, N A’ tels que le centralisateur
G, est compact modulo A,. On a la décomposition

(2.11) A= 1] %m =[] "m.).

aell, aell,

Soienta €1, et y € m&’e. D’apres 2.8 et (2.10), pour f € C°(A), on a

(2.12) Ot ((frp)”s V) = 1y N a2 (FY, 7).

Par conséquent 2.9, si la distribution @y, (-, y)¥ € J My o (Mg) est localement in-
tégrable sur my, alors la distribution ® 4 (-, ¥)¥ € Jy (A) est localement intégrable
sur A. Rappelons que d’apres la proposition 2.7, on sait déja que pour y € A’, la
distribution ® 5 (-, y)" est localement constante sur A’. D’ou le

Lemme 2.13. On suppose que pour tout y € AL, la distribution @y (-, y)" est
localement intégrable sur A (resp. intégrable au voisinage de 0 dans A). Alors
pour tout y € A', la distribution ®y (-, y)" est localement intégrable sur A (resp.
intégrable au voisinage de 0 dans A).

Démonstration. Par récurrence sur la dimension de A, grace a (2.11), (2.12) et 2.9.
Notons que sia € IT, et f € Cé’o(th) pourun b € Z, alors fg p, € C°(mg N Ab).
]

Intégrabilité des distributions Oy (-,y)" (y € Al) au voisinage de 0 dans A.
Soit dz la mesure de Haar sur Z (= F*) normalisée par o;. Pour y € A, on a
donc @4 (f,y) = [\ f(h~'yh)(dh/dz), ou f € CZ(A).

Fixons un systeme de représentants €y .(G) dans G des classes de H-conju-
gaison de sous-groupes de Cartan elliptiques de G.
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Lemme 2.14 [Harish-Chandra 1978, part I, §2, lemma 1]. Soit 6 € C°(A). Alors
pour f € C(A),ona

o

Démonstration. D’apres le début de la démonstration du corollaire 2.6, il existe
un sous-ensemble fini {I'y, ..., 'y} C €y c(G) tel que Supp(0) C Ule Hep(r).
Pouri=1,...,s,intersection X; = {L(I";)}NSupp(8) C {L(I';)’} est ouverte
et compacte (rappelons que 7 {L(I;)'} est ouvert et fermé dans AL).Onaf =
01+ ---+05 avec 6; = 0|y, € CC°°(H{L(FI-)/}). On peut donc supposer que 6 €
CCOO(H{L(F)’}) pour un I' € €y o(G). Soit drryy la mesure de Haar sur L(I")
définie par | detp(y — yy; L(I')|dry =dra)y.

Pour i € H,ona [, f(8)0(h"'ghydag = [, " (8)0"(g) dag avec 6"(g) =
6(h~'gh) ; et puisque Supp(8) C 7 {L(I")}, 1a formule d’intégration de Weyl pour
G implique que

dh
/ ()0 (h~'gh)dag| — < +oo.
A dz

/ ()0 ghydsg =c / In)®m., (fY 0" drryy
A LIy

avec
c=Nyg(@Ty)/Tul™" (uNyTy)={heH:h 'Tyy =Ty}
et
n(y) =detp(ady; L(T')\A).
On a donc

Vg —1 dh
/f(g)G (h™"gh)dag p
A Z

v n dh
<c 1621 |®Om,, (f" -6 )Id— drayy
L(T)Y Zy\H <

SC/ OO, (1 DOw, (6] duaryy-
LTy

o

La fonction y +> |n(y)] est localement constante sur L(I"); et d’aprés [Harish-
Chandra 1980], pour toute fonction & € CZ°(A), la fonction y +— ®p , (h) est
localement constante sur L(I")". Comme @ (|0]) € C°(L(I")), la derniere inté-
grale ci-dessus est convergente. D’ou le lemme. U

Pour § € C°(A]), notons Ty ¢ la distribution sur A définie par la lemme 2.14

dh
(fs Th,0) =/ (/ f()8" (h~'gh) dAé’) 7
Zy\H \JA <
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On a clairement (cf. la démonstration ci-dessus) : Ty g € Jy(Xy)Y avec Xy =
H{Supp(#)}. Et puisque X, est contenu dans @*E pour un k € Z, on a Ty €
J};(A)Y. En particulier (voir la proposition 2.7), la distribution Ty ¢ est localement
constante sur A’.

Proposition 2.15. Soit 6 € CX°(A)). Alors la distribution Ty g est intégrable au
voisinage de 0 dans A.

Démonstration. Soit TCJ{ ¢ la distribution sur A définie par le lemme 2.14

d
(f.Tgq) = / f F(x)0Y (g xg) dax d—g
Z\G A Z
d
= f f FY()0(g xg) dax d—g.
Z\G A Z

Puisque TC}L g € JE(A)Y, d’apres la proposition 1.6, il existe un entier b et des
constantes ¢, (o € I1,) tels que

Ty - (Tgﬁ -y ca®g) =0.

aell,

Par conséquent [Lemaire 2004, 1.10/3], la distribution 1 - TGf o est intégrable sur
A. Soit I un sous-groupe ouvert compact de H. D’apres la proposition 2.7, pour
yeA,ona

dz’

T(—;i_’g()’) =/

[ 00 g dux
26 |Ja

On en déduit que la fonction
A" x (Zy\H) = C, (y,h) — / Wk (=)0 (h™ xh) dyx
A

est intégrable sur 2A” x (Zy\H) par rapport A la mesure produit. On peut donc
appliquer le théoréme de Fubini : pour presque tout y € 2%, 1a fonction Zy\H —
C, h— Fy(h)= fA \f%y(—x)G(h_lxh) dax estintégrable sur Zy\ H ; pour toute
fonction f € ch(th ), la fonction Fy : A — C définie presque partout par F(y) =
() sz\H Fy(h)(dh/dz) estintégrable sur A;etl'ona (f, Ty )= [, Fr(y)day.
Puisque pour tout y € A" on a Ty p(y) = sz\H Fy(h)(dh/dz) (toujours par la
proposition 2.7), la proposition est démontrée. g

Proposition 2.16. Soit y € A. Alors il existe une fonction 0 € C°(A)) telle que
Qu(-, ) =Tue.
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Démonstration. Une simple adaptation de la démonstration de [Harish-Chandra
1980, théoréme 4] montre que pour tout v € éZ, I’application A, — j"(Ju(A)),
vy j'(Pgy(-,y)) est localement constante.

Posons I' = G,,. Soit f € C°(A), et soit w un voisinage ouvert compact de y
dans L(T")" tel que @ (fY, y) =Pu(f", y) pour tout y € w. Puisque I’application
¢:Hxw— "T{LT)}, (h, y)—h"yhest partout submersive, il existe une unique
application linéaire surjective [Harish-Chandra 1970, theorem 11]

CE(H x w) > CE(L(H x ), ¢ = ¢°

telle que

//H w(h,y)d>o§(h,y)dhdur>y=/A¢§(g)<l>(g)dAg

pour toutes fonctions ¢ € C(H x w) et ® € CP(¢(H x w)); ou dr(ryy est la
mesure de Haar sur L(I") définie comme dans la démonstration du lemme 2.14.
Choisissons une fonction ¢ € C°(H x w) telle que [, @(h, y)dhdyry =1,
posons 6 = ¢¢, et notons ¢, € C(w) la fonction y — [, ¢(h, y)dh. Alors 6 €
C(A"),etl’'ona

(fs Tho) = fr(hgh ) (g)dag T
Zu\H A <

dh
_ / ( / P W (' y) i dL(F))’) an
Zy\H Hxw dz

Mais puisque

dh
f ( / f Y G Y e ) di dmy) D oo
Zy\H Hxw dz

(cf. la démonstration du lemme 2.14), on peut appliquer le théoréme de Fubini. On
obtient :

(. Tho) = f S (f, U, y) dh duyy
Hxw

:/ Qu(fY, Y@ (y)drayy

=®u(fYy)
car [ o, (y)drryy = 1. O
Corollaire 2.17. La distribution
q)H( ) y)\/

est intégrable au voisinage de 0 dans A.
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Germes de Shalika au voisinage de 0 dans A. Puisque H est ouvert dans G, pour
y € A, le centralisateur Hy est ouvert dans G. D’apres [Laumon 1996, 4.8.6] et
la démonstration de [Lemaire 2004, 1.10/1], pour y € A, le centralisateur G, est
unimodulaire ; donc Hy est unimodulaire.

Lemme 2.18. Soient y € A et dhy, une mesure de Haar sur Hy. Pour toute fonction
f € CP(A), intégrale orbitale

dh
O (foy. dhy) = / e

Hy\H dhy
est absolument convergente; i.e., ®y(-,y,dhy) € Jy(A).

Démonstration. Puisque ZH est un sous-groupe d’indice fini de G, H,\H est
un sous-groupe d’indice fini de G,\G. On peut donc supposer que H = G. Les
composantes F-irréductibles du polyndmes caractéristique réduit de y définissent,
comme en [Lemaire 1997, 2.8], un sous-groupe de Lévi M’ de G et un sous-groupe
parabolique P” de M’ [Lemaire 2004, section 5]). Soit U” le radical unipotent
de P”. Choisissons une décomposition de Lévi P’ = MU", et un sous-groupe
parabolique P’ de G de composante de Lévi M’. Soit U’ le radical unipotent de
P’. Alors P = P"U’ est un sous-groupe parabolique de G de radical unipotent
U=U"U',et P= MU est une décomposition de Lévi de P. Notons m’, p” (etc.)
les sous-F-algébres de A correspondant a M’, P” (etc.). Par construction, on a
yeyp'etG, C P Ecrivons y = x + u avec x € m et u € u”. Comme dans
[Laumon 1996, 4.8.4], on montre que I’orbite Oy (x) est fermée dans m, et que
Opr(y) = Op(x) @ u”. On en déduit (voir [Lemaire 1997, 2.8.2]) que Op(y) =
Oy (x) @ u. Le reste de la démonstration est une simple adaptation de celle de la
proposition 3.2.2 de [Lemaire 1997]. Plus précisément : quitte a remplacer y par
h='yh (resp. P par h~' Ph, M par h~'Mh) pour un h € H, on peut supposer que
P =Py et M =M, pour un o € I1,. Alors on montre qu’il existe une (unique)
mesure de Haar dm, sur (Mpy o) telle que pour toute fonction f € C°(A), on a
la formule de descente

(2.19) Qyu(f, y,dhy) = Puy,(fap,, X, dmy)
avec
-1 dm 00
Py, (P, x, dmy) = ¢(m~"xm) (¢ € C."(mq)).
(MH,oc)x\MH,ot dmx

Puisque la My o-orbite Oy, , (x) est fermée dans m,, I’intégrale ci-dessus est ab-
solument convergente. ]

Pour chaque €lément y € A, choisissons une mesure de Haar dh, sur H,, et
posons ®y(-,y) = ®y(-,y,dh,) € Jy(A). On suppose que ces mesures dh,
(y € A) vérifient les propriétés suivantes :
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— Pourtout (y, y, g) € Ax AxG tel que g~'yg = ', dhy est la mesure de Haar
sur Hys déduite de dh vial’isomorphisme de groupes H, — H,/, x> g 'xg.
Ainsi, pour tout (y,g) €e Ax Hyona &y (-, g7 'yg) =Adg ' (®y(-,y)).

— Pour y € A, la distribution ® (-, y) coincide avec celle définie précédem-
ment; i.e., dhy =dry|r, ou I' = G,.

— Pour tout (o, x) e [y p,ona Oy(-,nyx) = Oy z-

Ordonnons les H-orbites de 91 de maniere a former une décomposition stan-

dard ; i.e., écrivons M =] [;_, 0; avec

— pouri =0,...s,0; est une H-orbite nilpotente,

—pouri=0,...,s—1,dim(0;) <dim(0;4).

Pour k=0, ..., s, posons N = Hf:o 0;. Puisque Z H est un sous-groupe d’indice
fini de G, le corollaire 5.2 de [Lemaire 2004] reste vrai si 1’on remplace G par H.
On en déduit que pour k =0, ..., s, T est fermé dans A et Oy est ouvert dans 1.
Pour (o, x) € [1y », on note i (o, x) 'unique i € {0, ..., s} tel que 0; = O ;.

Lemme 2.20. Pour tout v € Cl—iZ, il existe un jeu de fonctions { fi};_, C C (") tel
que

(1) Supp(fi) NI C O,
(2) (fk:©i) =6ki (=0,...,9).
Démonstration. Elle est identique a celle du lemme 3.5.1 de [Lemaire 1997]. U

Toute fonction @ définie au voisinage de 0 dans A, induit un germe de fonctions
au point 0 dans A, que I’on note [®]g (cf. [Lemaire 1997, 3.5]).

Proposition 2.21. 1] existe une unique famille {T'y ; : (o, X) € [y ,} de germes de
fonctions au point 0 dans A, telle que

(@4 (f,)o= Y (f,Oui)Tax  (f €CZ(A)

(o, %)

ou (o, X) parcourt les éléments de Iy ,,. De plus, ces germes sont donnés par
Ioi = [PH(fi(.5), - )]o pour tout jeu de fonctions { f;};_, C CZ°(A) vérifiant les
conditions (1) et (2) du lemme 2.20.

Démonstration. Elle est identique a celle de la proposition 3.5.2 de [Lemaire 1997].
O

Remarque 2.22. D’apres (2.10) et le début de la démonstration de 2.16, pour
tout v € %Z, I’application A" — j"(Jg(A)), y — j*'(Py(-,y)) est localement
constante. On en déduit que les germes I'y z ((o, x) € I1y ,) sont localement
constants sur A’.

Le groupe G opere naturellement (a gauche) sur 1y , : pour g € G et (@, x), on
pose g- (o, x) = («, g-X), avec g-X = dy (gxg_l) (cf. 1a section 1 pour la définition
de 8,). Puisque pour tout (y, g) e Gx A,ona ®y (-, g yg)=Adg L (®y(-,y)),
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la propriété d’unicité dans 2.21 implique que pour tous («, x) € [1g , et g € G, on
a Ad* g(Fa,f) (= Fa,i oAd gil) = Fa,g-)_c-

Pour y € A, notons dg, 'unique mesure de Haar sur G, prolongeant dh,, et
posons dgy, = (ApA, : Ap(F*)M~! dg, avec Ay = det/(Gy). Soit (-, y) (y €
A) la distribution G-invariante sur A définie par ®¢(f, y) = fcy\G f(g_lyg)%.
Alors 2.21, il existe une unique famille {I'y, : « € I1,} de germes de fonctions au
point O dans A, telle que

[@6(f, o= ) P6(fin)Ta  (f € CZ(A)).

aell,
Puisque
(. y)= Y u(-.g7've)  (yeA
geHZ\G
et

PG (. ne) = Z CDH("g_lnotg) (a €11,),
geHZ\G

on a (calcul facile)
Iy = Z Fa,)’c (a €TI1y)
E

ou x parcourt les éléments de A gAy\F*.

Choisissons un jeu de fonctions { f;}7_, C C°(A) vérifiant les conditions (1) et
(2) du lemme 2.20, et pour («, X) € 1y, notons I'y, 5 la fonction sur A définie par
Fo:(8) = P6(fi.x), &) D’apres 2.21, on a [y z]o = Iy 5 ; et fixée une fonction
f € CZ°(A), il existe un voisinage ouvert H-invariant V' ='(f, { f;};_,) de O dans
Atel que (Py(f,.)— Z(a’m (f, Og.5)e.z) |l =0. La proposition suivante précise
ce résultat.

Proposition 2.23. Soit v € %Z. Il existe un a = a(v, { fi};_,) € Z tel que pour tout
g € w*E et toute fonction f € C.(A/A"), ona

Qu(f, )=y (f Ous)lui(g)

(o, x)
out («, X) parcourt les éléments de Ty .

Démonstration. Pourt € F* et f € C°(A), onnote f; € C°(A) la fonction définie
par fi(g) = f (t7'g); et pour T € %9(A), on note 7; la distribution sur A définie
par (f, T;) = (f:, T'). Soient 2 C A une partie H-invariante fermée, et b € Z. Pour
tout t € F*, ’application T +— T; induit un isomorphisme de C-espaces vectoriels
FYD=L(Jy () — jA/D=b=oW (g4 (:71Q)). Soit k € Z. D’apres 1.6, il existe un
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entier b telle que pour toute distribution T € Jy (w*Q), il existe des constantes
cai(T) ((a, X) € Ty ,) telles que

() j“/‘”—”(T -y ca,fm@a,;) =0

(@, %)

ol (a, x) parcourt les éléments de I1g ,. Choisissons un élément t € F' \ pr tel
que

1
T-b-o®=zv et {filioC Co(A/ AN/ Do)y,

Soita=k—w(t).Pour T € Jg(ww® E), posons Co :(T) =co 5 (T3-1) (o, X) € 1 ).
D’apres (*), on a

(%) jmhme® (T -2 Ea,,;(T)@)a,x) =0

(a,x)

ou («a, x) parcourt les éléments de 1y ,. Puisque
Ce(A/AVD0)  C(a/AVD000),

pour T € Ju(@*Q), on a Ca.i(T) =cq:(T) (o, x) € 1y ) ; on peut donc poser
Cca.i(T) =Co:(T) (T € Jy(w*E)). Pour g € w?E, 'intégrale orbitale Py (-, g)
est dans Jy(w“E), et 'on pose ¢y 5(g) = ca.5(Pu(-, g)). D’apres (¥*), pour
gew'Eet(a,X) €y ona Pe(fiwi) &) =cai(8);ie, Lai(g) =caui(g)-
D’ou la proposition. 0
Remarque 2.25. 11 résulte de cette démonstration que I’on peut inverser 1’ordre des
quantificateurs dans la proposition 1.6 : fixé v € %Z, il existe un entier a tel que pour
toute distribution T € Jy(w“E), il existe des constantes co :(T) ((a, x) € Iy )

telles que
lm(l/d)—u . <Tv - Z Ca,X(T)®(\x/,)E> =0

(a.X)

out (o, X) parcourt les éléments de Ty .

Indépendance linéaire des germes Iy z|a ((ot, X) € 1y »). Pour y € A, on note
dy la dimension (en tant que variété w-adique) du radical unipotent d’un sous-
groupe parabolique P de G associé a y comme dans la démonstration du lemme
2.18. Notons que P n’est pas uniquement determiné par y (alors que M’ et P” le
sont) ; néanmoins d, est bien défini. Soit # € F*. Pour («, x) € [1y ,, on note Fé{’ :
le germe au point 0 dans A défini par Ffm(g) =1y 5(tg).

Lemme 2.26. Pour (a,x) € [y ,, le germe Ty au point 0 dans A vérifie la
formule d’homogénéité

I (9= |4 @@/ (o) (t e F)
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avec d(or) = dim(Oy) (= dim(Og 3)).

Démonstration. Soit f € C°(A). Comme dans [Lemaire 1997, 3.6.1], on montre
que (voir la démonstration de 2.23 pour la définition de f;)

(i Ouz) = 111" f,Onz)  (t€F*, (. %) €Tlp,).
Et comme dans la démonstration de [Lemaire 1997, 3.6.2], on montre que

Dy (fi18) =t Pu(f.g) (g€ A).
D’apres (2.19), pour t € F*, on a
[®4(fi, Vo= Y (fi» @)z,
(o, X)
d’ol I’on déduit que
%[ Du(f, o= D 11 (f, ©u0)T}, : (2).
(e, X)

Puisque la formule ci-dessus est vraie pour toute fonction f € C°(A), d’apres la
propriété d’unicité de la proposition 2.21, on a

|| B @I ((9) =Tas(g)  (t€F*, (a, %) €My p).
D’ou le lemme. O

Soit @y : A’ x A — C la fonction définie par la proposition 2.7

Qy(yi,y2) =Pu(-, y2)" ().

Soit (y1, y2) € A’ x A. D’apres 2.6, pour tout sous-groupe ouvert compact X C H,

on a
dh

dhy,

Oy, y2) = u (W, 12) 2/ Wi (7 y2h)
Hy,\H
Rappelons (corollaire 2.6) que la restriction de \3%“ a Oy (y2) coincide avec
f 6,705y Pour une fonction f € C°(A); par conséquent I'intégrale ci-dessus est
absolument convergente (lemme 2.18). De plus, toujours d’apres 2.6, la fonction
®y est localement constante sur A" x A.

Proposition 2.27. Soient v € éZ eta=a(v,{fi};_,) comme dans la proposition
2.23. Alors pour tout (y1, y2) € AYVDV N A x w98, ona
Qu(yi.y) =Y Oy (y)Taz(r2)
(a,%)

out («, X) parcourt les éléments de Ty .
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Démonstration. D’apres 2.23, pour tous y, e w?E et f € ch(m“/d)—”), on a

Qu(fY,y2) =Y (f. Oy )Tai(y2)

(e, X)

ou (o, x) parcourt les éléments de [Ty ,. Soit (y1, y2) € (Ql(l/d)_” NA) x o%E.
D’aprés 2.7, il existe un voisinage ouvert compact w de y; dans 2A1/97" N A’ tel

que pour tous y| € w et («, X) € My, ona py(-, y2)V () = du(-, y2)V (1)
et Oy :(y) = ®(¥,;(y1)- En prenant f = vol(w,dsg)~'1,, on obtient 1’égalité
cherchée. O

Lemme 2.28. Pour (y1, y2) € A, x Ag, ona ¢u(y1, y2) = P (y2, y1).
Démonstration. Soit (y1, y2) € AL x A, et soit 5 C H un sous-groupe ouvert

compact. On a

@ = Wy 2
H(Y1, y2) = Ay ( yz)d—Z

Zy\H

—/ (/ U (b Yky k7 ') d k) dh
= Ay 2 ) dy 7
Zy\H H Z

= U (hky k= R dyk @—cb O
= Ay, (kY1 ) dy 1= 22, y1)-
Zy\H H Z

Lemme 2.29. I existe un b = b({ f;};_,) € Z tel que pour tous yy, y> € A° N AL et
tout entier d > 0, on a

Y 070D az(2) =Y Oy () Taz(1)
(a.%) (. %)
ou (o, x) parcourt les éléments de Iy, tels que d(a) =d.

Démonstration. Soit («, X) € Iy ,. D’apres 1.5et 2.7, pour ge A’ ett € F*,ona

Osstt9) =c [ W du =170 (o).

e _
o, X

avec ¢ = c(dh,,,, du). Posons m = nd, et soit B € I, la partition définie par
ﬂ:(alz...:al za2::a2>2an::an)

ou chaque «; apparait d fois. D’apres [Lemaire 2004, 5.3/1 et 5.3/3], on a d(«) =
2 Z;":] i(1— B;). Par ailleurs, on a (voire [Lemaire 2004, section 5])

m
2dim(uy) = m? — dim(mg) =m* — Y p?
i=l1
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ol (,31 > > ﬁm) € I1,, désigne la partition duale de g, définie par
pi =#k: pi = k).

Un calcul facile montre que m* -y, ,312 =2>"" ,i(1—p;). Onadonc dimu, =
%d (o), d’ou la formule d’homogénéité

(2.30) @Ovl’x(tg):|t|_@®ovlj(g) (ge A, teF™).

Soient v € %Z eta=a(v, {fi}}_,) comme dans la proposition 2.23. Choisissons
unb e Ztel que b > é —vet A cwiE. D’apres 2.27 et 2.28, pour tous y;, y; €
AN AL, ona

Z Oy : (VDT a:(y2) = Z Oy :(y2)Taz(y1)

(a0, X) (a0, X)

ou («, x) parcourt les éléments de 1y ,. Puisque pour y € A/e, onad, =0, ’égalité
ci-dessus jointe aux formules d’homogénéité 2.26 et (2.30), impliquent le lemme
(fixer y;, y» comme ci-dessus, puis remplacer y, par ty, pour ¢t € o \ {0}). O

Pour (a, X) € Iy ,, onnote ', ; et T', - les germes de fonctions au point 0
respectivement dans A’ et dans A [Lemaire 2004, 3.5] définis par F;’ :=Tlazla

!/ _ _ . B / _ /
et Fe;a,; = [g.zla, ; et on pose Fe,i(u,x) = Fe;a’}?.

Lemme 2.31. /] existe une constante cy % 0 telle que Fé,o = cg.

Démonstration. Soit b=b({ f;};_,}) comme dans le lemme 2.29. Puisque ®(V1 ..... 01
est une mesure de Haar sur A, en prenant d = 0 dans 2.29, on obtient

Ca,.na000)=Ta,...1,102) (1, y2 € AP N AL);

ie., Fé,o = ¢ pour une constante ¢ € C. Il s’agit de montrer que cette constante
est non nulle. D’apres la remarque 2.22, dont on reprend ici les notations, on a
,,,,, 1)- On peut donc supposer que H =G. Si D = F (ie., 51 G
GL,(F)), la non-nullité de ¢ est démontrée par Henniart dans 1’appendice 3 de
[Henniart 1984] (les germes associés aux G-orbites unipotentes de G sont donnés
par ', (- — 1) pour @ € I1,,). Sa démonstration reste valable pour D # F. ]

F'a,..ni1=Ta

Proposition 2.32. Les germes F;’ : ((a,x) € Iy ,) sont C-linéairement indépen-
dants.

Démonstration. Si [¢]o est un germe de fonctions en 0, on pose [(1)]6 = [¢lola’ et
[¢]6,e = [¢]ola. Soit {ay 5 : (o, X) € 1y n} C C une famille telle que
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ou (a, x) parcourt les éléments de [Ty ,. Posons a;,5) = do.x ((@, X) € g ,),
et notons f € C°(A) la fonction définie par f = > ;_,a; fi. D’apres 2.21, on a
(@ (f, )]y

Posons Q(g) = Zf-:l aiPy(fi, g (g € A). D’apres le lemme 2.26, pour ¢ €
or {0}, on a

S
[0t o= ailt| ™D [@u(fi, e
i=1
avec d(i(a, x)) =d(a) ((«, x) € I1g ). On en déduit que si le germe [Q](),e n’est
pas nul, alors il existe un y € A/ tel que lim;,_,o ;20 |Q(ty)| = +00; ce qui est
impossible puisque, par la proposition 2.21,

0=[Pu(f, )oe=aol®u(fo, Mo +[Cle

et que le germe [® g ( fo, - )]6,e est constant (lemme 2.31). Par conséquent [Q]/o,e =0
et ap[D g (fo, - )]6’e =0;douay(=dy(f,0)) =0 (encore 2.31).

Fixonsuni € {1, ..., s} et montrons que a; = 0. Soit (&, x) € [Ty, I’élément
tel que i (o, x) =1i. D’apres (2.19), il existe une (unique) constante ¢; > 0 telle que
pour toute fonction f’ € C°(A), on a la formule de descente

CDH(f/, na,x) =Ci fI/-I,pa 0).

Par ailleurs, d’apres (2.10), on a [® 1, (f#.p,s - )]0lm,na’ = 0. Comme tout voisi-
nage de 0 dans my, rencontre my, ., en remplagant H par My o et f par fp p, dansle
raisonnement précédent, on obtient que fy p, (0) =0.Donc a; (= Py (f, ne x)) =0.

Ce qui acheéve la démonstration de la proposition. U

Proposition 2.33. Soit T € J};(A). Alors la transformée de Fourier T est inté-
grable au voisinage de 0 dans A.

Démonstration. Soit v € %Z, et soit un entier a tel que :
— pour tout g € w“E, on a

j”(dm(-,g) -3 ra,x(g>®a,x> =0
(0, X)

ou (a, x) parcourt les éléments de [Ty, ;
— pour toute distribution T € Jy (ww® B), il existe des constantes ¢y 3 (T) (o, X) €
g ,) telles que

j“(T -y ca,)z(T)@a,,z) =0
(e, X)

ou (a, x) parcourt les éléments de 1y ,.
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D’apres 2.23 et 2.25, un tel a existe. Posons € = C.(A/2A") et soit 6y C 6 le
sous-espace vectoriel formé des fonctions f telles que ®5(f, ¥) = 0 pour tout
y €ew*ENA".Si f €%, alors (proposition 2.32) ( f, ®4 ) = 0 pour tout (¢, X) €
g, donc (f, T) =0pour tout T € Jy (e E). Par conséquent, la forme bilinéaire
€ x Jy(@?E) — C, (f,T)+— (f, T) induit une forme bilinéaire non dégénérée
€/6y x j'(Jg(w?E)) — C. Puisque dimc(j"(Jg(@®E))) < +00, on en déduit
qu’il existe un ensemble fini {y,...,y,} C @*EN A’ tel que j'(Jyg(@?E)) =
(j"(®y(-,yi)):i=1,...,r). Posons u = 5 —v. Par dualité, on obtient que pour
toute distribution T € Jy (w?E), la restriction 1gx - TV est combinaison linéaire
des restrictions 1oy - ® (-, 3;)¥ pouri =1, ..., r. On conclut grice au corollaire
2.17 et au lemme 2.13. ]

Corollaire 2.34. Pour y € A, la transformée de Fourier ®y (-, y)" est intégrable
au voisinage de 0 dans A.

Démonstration. Pour y € A, O (y) est compact modulo H-conjugaison : en effet,
il existe un b € Z tel que y € w” E ol E est la partie G-invariante ouverte et fermée
dans A définie en [Lemaire 2004, 1.2]. Puisque @’ & C G(AP~Y) (ibidem), wPE
est compact modulo G-conjugaison, donc est compact modulo H-conjugaison. [

3. Intégrabilité locale des caracteres de H

Descente des distributions H-invariantes au voisinage d’un élément pur. On re-
prend en la modifiant la construction de [Lemaire 2004, 2] (E = F, o = 1). Soit
x € H un élément G-pur. Le centralisateur B={g € A: gx —xg =0} de x dans A,
est une F-algébre simple. Soient F’ et G, = B* C G respectivement le centre et le
groupe multiplicatif de B (notons, pour éviter les confusions, que dans [Lemaire
2004] le groupe G, est noté H). On pose H, = G, N H. Fixons un caractere additif
W de F' de conducteur p 7 et posons Wp =Wy otr’B/F, ol tr;;/F, : B — F’ désigne
la trace réduite. Soit s : A — B I’homomorphisme surjectif de (B, B)-bimodules
défini par Wp(s(y)b) = W4 (yb) pour tout (y,b) € A x B. Soit o € G tel que
s(p) =1, et soit W un sous- F-espace vectoriel de A tel que A = W @ B. Soit C
I’image de I’application F-linéaire A — A, y — xyx~! —y. Pour u € B, on note
@, : W x B— A l'application F-linéaire définie par

®,(v,b) =1 4uo)xv—v(l +up)x + box.

Puisque A = C & Bp, ’application ®( est bijective. Soit LI le voisinage ouvert de
0 dans B formé des u € B vérifiant les conditions

(1+ug) e H et detp(d,o0®;'; A) #0.
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Pour b € H,, on pose L, = b= 1ub. D’apres [Lemaire 2004, 2.3], pour b € H,,
Iapplication ¢, : H x 84 — H, (h, u) — h~'(1+ub~'ob)xh est partout submer-
sive. Soit ) C 4 un voisinage ouvert compact de 0 dans B, et soit E; la partie
G . -invariante ouverte et fermée dans B définie comme en [Lemaire 2004, 1.2] (en
remplagant A par B et F par F’). Soit @’ une uniformisante de F’. Puisque H, est
ouvert et distingué dans Gy, (') H, est un sous-groupe d’indice fini de G. Par
conséquent, &y est compact modulo H,-conjugaison.

Soit Jy(H) C 9(H) I’espace des distributions H -invariantes sur H (pour I’ac-
tion de H par conjugaison). Soit dgu la mesure de Haar sur B normalisée par
un (i.e., par tout) og-ordre maximal dans B. Pour T € Jy(H) et k € Z tel que
o'* 8, ¢ D, on note Ty la distribution sur B a support dans @' E, définie
grice a la famille de submersion {¢p}5cn, (et via le choix des mesures de Haar dh
et dgu respectivement sur H et B) comme en [Lemaire 2004, 2].

Soit K un sous-groupe ouvert compact de H. Si p € €(¥), on note x, le caractere
k — trace p(k), deg(p) le degré de p, et I’on pose

£ = deg(p) X

P vol(It, dh)
Proposition 3.1 [Lemaire 2004, 2.7]. Soient T € Jy(H) et k € Z tel que w'k 8y C
9.

(1) La distribution T, € %(B) est H,-invariante.

(2) Soit X un sous-groupe ouvert compact de H. Pour f € C° (w’* E;NY),ona

1= X [ 7@ Tt +u0)s) dpu.

pee(X)

Corollaire 3.2 [Lemaire 2004, 2.8]. Soient B un sous-groupe ouvert compact de
B tel que B C w'*E; N O et (14+Bo) CH, et x € €(B) un caractere tel que
(x>, Ty.x) # 0. Alors il existe une représentation p € €(¥) telle que

Tx&plyx #0 et /%x(u)p(lJruQ)dBu#O-

Etude locale des caractéres de H. Pour v € (%Z)>o, notons e, : A’ — KV la
bijection y > 1+ y. Pour v, u € (éZ)>o tels que u > 2v, le groupe K*~V/KH*
est central dans KV/K*, et I’application e, _, induit par passage aux quotients un
isomorphisme de groupes A*~" /A" — KH*~V/K". Pour g € A, on note W, le
caractere de A donné par W, (y) = W4 (gy). L'application g — W, identifie A a
son dual de Pontryagin €(A), et pour v, u € Z.¢ tels que pu > 2v, elle induit une
identification A/~ /Q/DHv=i — ¢ (Y7 /M) ; d’ol1 une identification

Ql(l/d)—u/gl(l/d)—i-v—u — e(K“_V/K“).
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Si p € €(K?) pour un entier a > 0, on note n(p) le plus petit entier b > a tel que
plgr=1.Poura, beZ-.ytelsque b>a,onnote €,(K*) Ce(K?) le sous-ensemble
formé des représentations p telles que n(p) = b. Pour a > O et p € e(K?) tels que
b = n(p) = 2a, le caractere w, € e(Kb_“/K”) donné par p|gr-« = w, - Idgsa
définit comme en [Lemaire 2004] 3 un élément Z,, € AL/D=b jo(l/d+a=b Muytatis
mutandis, les lemmes 3.1 et 3.2 de [Lemaire 2004] sont vrais ici.

Pour T € 9(H) et f € C°(H), on note T * f la fonction sur H définie par
Txf(y)=[y(yh=")dTh.

Remarque 3.3 (avec les notations de [Lemaire 2004]). La proposition 3.4 de [Le-
maire 2004] est vraie pour toute distribution 7' € J;(GEg), et pas seulement pour
le caractere tordu ®, , d’une représentation 7 € €, (GEg).

Proposition 3.4 [Lemaire 2004, 3.4]. Il existe un entier dy = dy(x, ) <0 tel que
pour tous a € Z~q tel que K C H,b € Z>2,, T € Jy(H) et p € €,(K?) tels que
T %&y|kay #0, on a Uinclusion Z, C B + A4+,

Si 7 est une représentation complexe lisse irréductible de H, le groupe Z N H
opere sur I’espace de 7 via un caractere (lisse), et toute extension de ce caractere en
un caractere lisse de Z permet d’étendre 71 en une représentation lisse (irréductible)
de ZH. Puisque Z H est d’indice fini dans G et que toute représentation complexe
lisse irréductible de G est admissible, on en déduit (voir [Henniart 2001, 2.2]) que
toute représentation complexe lisse irréductible de H est admissible. Pour toute
représentation complexe lisse admissible 7 de H, on note ®, € Jy(H) la distri-
bution trace(r dh) ; cette distribution ne dépend pas vraiment de 7w mais seulement
de sa classe d’équivalence.

Proposition 3.5 [Lemaire 2004, 3.3]. Soienta, b € Z~ tels que b>2a et K C H.
Soient m € €e(H) et p € €,(K?) tels que a ke #0et O &, #0. Alors on a
Z,NN#a.

Démonstration. Elle est identique a celle de [Lemaire 2004, 3.3]. Un mot sur la
décomposition de Cartan de g; qu’on y a utilisée : soit W un sous-espace non nul
de I’espace de m tel que m(K%)(W) = W et | g« induise sur W une représentation
équivalente a p, et soit w € W~ {0}. Alors il existe un & € H tel que 7 (1 ga.n)(w) #0
avec K9 = h='K%h. En écrivant une décomposition de Cartan de h dans G, on
obtient que w,|gr-anp) kx> = 1 pour un sous-groupe parabolique minimal P de
G. O

Etude locale des réductions a B des caractéres de H. Soit W un B-module simple
(a gauche). Alors A’ = Endg (W) est une algebre a division de centre F’, et B =
Enda (W) ot A désigne I’algebre opposée a A°. Soit 8’ = e(F'/F)(A : F")/?
ou ¢'(F’/F) désigne I’indice de ramification de 1’extension F’/F. Fixons un ox-
réseau Ay dans W et posons Ql; =Hom,, (Ay, Ay -pi") (ve (%Z). Onnote f+> fV
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(resp. T +— T") la transformée de Fourier sur C°(B) (resp. sur @(B)) définie par
) = [ f)Wp(vu) dp(u) (resp. (f, TV) = (f",T)).

Soit ag le plus petit entier i tel que QlEQ CcA.Ona ngJraOQ C ¢ (a € Z). Fixons
un entier kg tel que w'ko 8y C H:9), et pour 7 € €(H), notons 6 la distribution
H,-invariante sur B définie par 6, = (®y); x, (voir proposition 3.1). On note 9,
I’ensemble 91N B des éléments nilpotents de B. Soit g le cardinal du corps résiduel
de D, et soit dg la distance sur A définie par dy(y, ) = ¢ 9“2CY) (y, z € A);
voir [Lemaire 2004, 1] pour la définition de la valuation wg : A — 52 U {oc}. On
pose JT* =N (A~ Ab).

Lemme 3.6. Pour tout voisinage ouvert compact V* de Yt*NB dans (A~ A)YNB, il
existe un entier v=v(s, V*) tel que pour tout g € N*, on a l'implication do (g, B) <
q~ " = s(og) € V*.

Proposition 3.7 [Lemaire 2004, 4.2]. Soit V' un voisinage ouvert et fermé de 1, \
{0} dans B~ {0} tel que F*V =V, et soit w € €(H). Il existe un entier a > 0 tel que
pour tout x € E(ng+ao) tel que (X, 60x) # 0, on a linclusion Supp(x"*) C V' U QléL
avec i =8""—2a —ay+ 1.

Démonstration. Posons V* =V N(A~A). Soient dy =dp(x, A) <0etv=v(s, ¥*)
des entiers comme dans la proposition 3.4 et le lemme 3.6. Soit un entier a > 0 tel
que :

@) AT Co™END,
(b) a > %v —dy+ [é] ou [ ] désigne la partie entiere,
8 va—ag _
() V*+ Qlu =V,
(d) K*C HetnX" £0.
D’apres la démonstration de [Lemaire 2004, 4.2], cet entier a convient. Il

Soit dhy une mesure de Haar sur H,. Fixons un syst¢eme de représentants N'g
dans 91, des H,-orbites nilpotentes de B (cf. la section 1 ; on rappelle que H, est
un sous-groupe ouvert distingué de G, = B*). Pour chaque n € N'y 3, choisissons
une mesure de Haar dhy , sur le centralisateur (H,), de n dans H,, et notons Oy ,
la distribution sur B définie par la proposition 1.5 :

_ dh;
<f,®,n>=f Fh iy 2
: HonH, Y dhy,

D’apres le corollaire 2.34 et la proposition 2.7, pour n € N'g , la transformée de
Fourier ®an est une distribution intégrable au voisinage de 0 dans B, localement
constante sur I’ensemble B’ des éléments semisimples réguliers de B.
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Proposition 3.8 [Lemaire 2004, 4.3]. Soit m € €(H). La distribution 6, est inté-
grable au voisinage de 0 dans B. Plus précisément, il existe un entier m et des
constantes c, () (n € Ny ) tels que

Loy - (9,, -y cn(n)®{n> =0.

"ENH.D

Corollaire 3.9 [Lemaire 2004, 4.4]. La distribution O, est intégrable au voisinage
de x dans H. Plus précisément, il existe un entier m > ag tel que K™% C H et

Ox (1+ug)x)= > ca(m)Oy, ()

nEJ\fH,J

pour presque tout u € " (resp. pour tout u € A7 N B').

Réduction aux éléments G-purs de H (descente parabolique). Soit g € A, et po-
sons A, = det'(G,). Le groupe HG, est distingué dans G, et I’application det’
induit par passages aux quotients un isomorphisme de groupes 8§, : HG\G —
AgANF>. Puisque HGy D , H, le groupe HG,\G est fini. La G-orbite O, =
Oc(g) est un H-ensemble (pour I’opération de H par conjugaison), et via &g, I’en-
semble des H-orbites de O, est un torseur sous ApA\F*. Pour y € AgA\F™,
choisissons un représentant y de 8;1@) dans G, et posons O, ; = {(h='y~lgyh :
h € H}. On a0, = [[; 0,5 ou y parcourt les éléments de ApyAg\F*, et chaque
H-orbite O, 5 est ouverte et fermée dans O,.

D’apres [Lemaire 2004, 5.2/2] et le paragraphe ci-dessus, Oy (g) est union de
On(g) et d’un nombre fini de H-orbites de dimension (en tant que variétés w -
adiques) strictement inférieure a celle de Oy (g). Soit g, € m, et soit {g, }neN
une suite dans G telle que lim,,_, { g, ¢g, = g.. Puisque le groupe HG ¢\G est
fini, quitte a remplacer la suite {g,} par 'une de ses sous-suites, on peut supposer
que g, € (HGg)y (n € N) pour un y € G indépendant de n. Quitte a remplacer,
pour chaque n € N, g, par g, € Ggg,, on peut supposer que g, € Hy (n € N).
Puisque lim,, 10 g, ' ¢8n = 8> On @ lim, 1o g, '88ny ™' = yguy~' € O ().
Par conséquent, pour chaque G-orbite O contenue dans Og(g), I’intersection O N
Oy (g) est non vide. On en déduit que la H-orbite Oy (g) est fermée dans A si et
seulement si la G-orbite Og(g) est fermée dans A ; i.e., si et seulement si g est
G-fermé. (On peut montrer que Oy (g) contient une unique H-orbite fermée dans
A, celle dont la dimension est minimale ; mais nous n’en aurons pas besoin ici.)
Puisque les distributions ®, (r € €(H)) sont H-invariantes sur H, il suffit de
montrer qu’elles sont intégrables au voisinage des éléments G-fermés de H.

Soit x € H un élément G-fermé. Soient Q(¢), ..., Q,(¢) les composantes ir-
réductibles du polyndme minimal réduit de x. Pour i = 1,...,r, on pose V; =
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ker{Q;(x) : V — V}; c’est un sous-D-espace vectoriel de V. On a la décomposi-
tion V. = @;_, V;. Soit m la sous-F-algebre de Lévi de A définie par m = {g €
A:g(V))ycV,i=1,...,r}. On a une identification canonique m = @?21 A;
avec A; = Endp(V;). Soit B ={g € A:xg — gx =0}. On a 'inclusion B C m,
laquelle entraine la décomposition B = @;21 Bi, B = BN A;. Chaque B; est
une F-algebre simple, et son centre F; est une extension finie de F' isomorphe a
Flt]/0;: (). Ecrivons x = @521 x; avec x; € B;;ona F; = F[x;].

Soiti € {1, ..., r}. Fixons un caractere additif ¥r, de conducteur pr, et posons
Vg =Wy otrjgl_/F’_. Posons Wy, =¥y otr;"_/F, et soit s; : A; — B; ’homomorphisme
surjectif de (B;, B;)-bimodules défini par Wg, (s; (y)b) = W4, (yb) pour tout (y, b) €
A; x B;. Lapplication § =51 X - -+ X 5, : m — B est un homomorphisme surjectif
de (B, B)-bimodules, de noyau ad x(m). Pouri =1, ..., r, choisissons un élément
0i € Al.X tel que s;(0;) = 1, et posons o = @;:1 0; € m*. Comme en [Lemaire
2004, 7], on montre que pour tout voisinage ouvert 4 de 0 dans B suffisamment
petit, on a I’inclusion (1 4+ o) C H et 'application ¢ : H x Y — H, (g,u) —
2 '(1 + up)xg est partout submersive. La suite est une simple adaptation de la
construction précédente (ibidem). Notons qu’en général, le groupe H, n’est pas de
la forme [[;_, H; pour des sous-groupes ouverts distingués H; C B (en revanche,
il existe toujours un tel sous-groupe [['_, H; C B> tel que [[;_, H; C H,); mais
ceci ne change rien a la construction. En définitive, on obtient :

Théreme 3.10 [Lemaire 2004, 7.1]. Soit © € €(H). La distribution ©®,, est loca-
lement intégrable sur H (avec décomposition au voisinage des éléments G-fermés
de H comme en 3.9), localement constante sur H;.

Une version du théoreme 3.10 pour les distributions H-invariantes sur A. Il
s’agit d’adapter la démonstration du théoréme 3.10, de maniere a pouvoir achever
la démonstration de la proposition 2.1.

Soit x € A un élément pur; notons que 1’on peut avoir x = 0. Reprenons la
construction (et les notations) du début de la section 3, en les modifiant de la
maniere suivante. Pour 4 € B, on note &, : W x B — A I'application F-linéaire
définie par

o, (v,b) = (x +uo)v —v(x +up)+ bo.

Puisque A = adx(A) @ Bo, 'application ®( est bijective. Soit il le voisinage
ouvert de 0 dans B formé des u € B tels que detg (P, o CDal; A) # 0. On pose
U, = b~ 'Ub (b € H,). Pour b € H,, Iapplication ¢, : H x U — A, (h,u) —
h='(x +ub~'ob)h est partout submersive (calcul facile ; cf. [Lemaire 2004, 2.2 et
2.3]). Soit O C U un voisinage ouvert compact de 0 dans B. Pour T € Jy(A) et
k € Z tel que w*E; C Hx©, la famille de submersion {¢p}pcp, permet de définir,

rk =

comme en [Lemaire 2004, 2], une distribution 7} ; sur B a support dans &’ E;.
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Soit 3 un sous-groupe ouvert compact de (A, +). La formule de Plancherel pour
I implique que

vol(K, dag)T = Z (T *x)dag (T e B(A))
x€e(X)

avec T x x(y) = fA x(y —g)dT’'(g) (y € A). Et la proposition 3.1 reste vraie,
mutatis mutandis. On en déduit la version suivante du corollaire 3.2 :

Proposition 3.11. Soient T € Jy(A) et k € Z tel que w'* B, C B0, Soient B un
sous-groupe ouvert compact de B tel que B C w'*E,NO et Bo C K, et x, € €(B)
un caractere tel que (xy, Ty k) # 0. Alors il existe un caractere x € €(¥) tel que

Tx*x(x)#0 etf%Xt(u)x(uQ)dBu#O-

Démonstration. Voir la démonstration de [Lemaire 2004, 2.8]. Notons que puisque
Txx(x+k)=x(k)T*y(x) (k€X),lacondition T * x |13 7~ 0 obtenue en suivant
cette démonstration-la est équivalente a 7 * x (x) # 0. ]

Tout caractere x € €(J) est de la forme k +— W4 (zk) pour un z € A déterminé de
maniere unique modulo HY ={y € A: W4 (y¥)=1}; onpose alors Z, =z+H" €
A/XY.Onadonc x¥ =vol(¥,dag)lz, (x € €(¥)). Poura e Zet x € ("), on
note n(x) le plus petit entier b > a tel que x|op = 1. Et pour a, b € Z tels que
b>a,onpose €,(A) ={x €e(™AY) :n(x) =b}; pour x € €(AY),ona x € €,(AY)
si et seulement si Z, C A/D=E L /D=bHL,

Proposition 3.12. /] existe un entier dy = do(x, A) tel que pourtousa € Z,b €7,

T € Ju(A) et x € e,(AY) tels que KP™* C H et T x(x) #0, on a Z, C B+
Qla_b+d0.

Démonstration. Pour T € 9(A) eta € Z, notons Ty , € D(A?) la distribution définie
par dTx o (y) =dT (x +y) (y € 2A9).
Soit T € Jy(A) eta € Z. Pour r € %ZHRM tel que K™~¢ C H,t € A% et
yeA"% ona
<1t+Ql’7 Tx,a) = <1x+t+Q(', T) = (1(1+y)—1(x+z+2[’)(1+y), T)
= <1x+t+xy7yx+Ql', T)= <1t+xy7yx+Q[’, Tx,a)-
On en déduit comme dans la démonstration de [Lemaire 2004, 3.2], que
Supp(TxV’a) NAVD=T (g e A:xg—gx € YW/ Dr+ay,
Puisque kerfad x : A — A} = B, il existe un entier ¢ tel que pour tout g € A, on a

I'implication xg — gx € A/? = g € B4 A°. D’olt I'inclusion

Supp(T,/) NAVD=t c B4 u=b* (b eZ., tel que KP~9 C H).
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Soient maintenant b € 7., et x € €,(2A%) tels que Kb~ c Het T % x(x) # 0.
OnaT xx(x)=(X,Tva) = (x".T.,), donc Supp(T’,) N Z, # @. Puisque
Z, C AVD=b on obtient que Z,N(B+ c~b+ay £ o5 Posons dy = inf{c, % —aj.
Comme Z, + A1/9~4 = 7 on a I'inclusion Z, C B + A%+, O

Une distribution 7' € 9(A) est dite H-admissible en x si elle vérifie la propriété
suivante : il existe un entier mo = mo(7T, ¥, x) tel que pour tous a € Z=,, et
x ce(@H)telsque T x x(x) #0,0ona Z, NN # .

Continuons avec les notations introduites dans le paragraphe “Etude locales des
réductions a B des caracteres de H” (page 99). Pour T € Jy(A), notons 7 la
distribution H,-invariante sur B définie par 67 = T} ,.

Proposition 3.13. Soit V' un voisinage ouvert fermé de Ny {0} dans B~ {0} tel que
F*V =%, etsoit T € Jy(A) une distribution A-admissible en x. Il existe un entier
a tel que pour tout xy € G(Ql?+a°) tel que (X4, Or), on a l'inclusion Supp(xuv) C
°VU91’; avec u=258"1—2a —ag+ 1.

Démonstration. Posons ¥* =V N (A~ A). Soient dy = do(x, A) et v =v(s, V*)
des entiers comme dans la proposition 3.12 et le lemme 3.6. Soit un entier a > 0
tel que :

() AT cao®E ND,
2) a> %v —dy+ [é] ou [ ] désigne la partie entiere,
8 ra—ag _
@) VA T =,
4) K*C Heta=>my(T, 2, x).
D’apres la démonstration de [Lemaire 2004, 4.2], cet entier a convient. O

Proposition 3.14 [Lemaire 2004, 4.3]. Soit T € Jy(A) une distribution 2A-admis-
sible en x. La distribution Ot est intégrable au voisinage de 0 dans B. Plus préci-
sément, il existe un entier m et des constantes c¢,(T) (n € Ny ) tels que

Loy - (9T -y cn(T)®Xn) =0.
nG.NH.u

Corollaire 3.15 [Lemaire 2004, 4.4]. La distribution T est intégrable au voisinage
de x dans H. Plus précisément, il existe un entier m tel que

Tr+ug)= ) (1O, W)

nENH,n

pour presque tout u € A" (resp. pour tout u € A7 N B').



INTEGRABILITE LOCALE DES CARACTERES DE SL, (D) 105

Le paragraphe “Réduction aux éléments G-purs de H (descente parabolique)”
(page 101) s’étend sans aucune difficulté a la situation présente. Notons que si x
est élément fermé de A, alors x se décompose en @;_, x; comme plus haut. Mais
on peut avoir x; = 0 pour un (unique) indice j ; ¢’est pourquoi, pour x pur, on a
remplacé (1 +ub~'ob)x par x +b~'ubp dans la définition de ¢;,. En définitive, on
obtient :

Thoreme 3.16. Soit T € Jy (A) une distribution 2A-admissible en x pour tout élé-
ment fermé x € A. Alors T est localement intégrable sur A (avec décomposition
au voisinage des éléments fermés de A comme au corollaire 3.15), localement
constante sur A;.

Démonstration de la proposition 2.1. D’apres 2.7 et 2.33, il nous reste a montrer
que pour tous T € J};(A) et y € A~ {0}, la distribution 7" est intégrable au
voisinage de y dans A.

Soit 3 un sous-groupe ouvert compact de (A, +).

Lemme 3.17. Soient b € 7 tel que % C AVD" T € Jy (@t E) et x € (). Si
TVxx #0,alors Z, "N # @.

Démonstration. On a (calcul facile)
T =volOtdig) [ Ta@idTe) (e
ZX

Par conséquent, si 7V« x #0, alors Z, Newb+1 8 # @. D’aprés [Lemaire 2004, 1.2
et démonstration de 1.3], on a w18 ¢ 9(A”) c N+ A°. D’oit le lemme puisque
W cH et Z, +%Y =2Z,. O

Soit maintenant 7 € Jy;(A). Il existe un entier b tel que Supp(T) C whtla.
Soit mg =1 —b. Alors pour tous a € Z>p, et x € e(A9) tels que T” x x # 0, on
a Z, NI # @. En particulier, la distribution 7" est A-admissible en tout point de
A. On peut donc appliquer le théoreme 3.16. Ce qui acheve la démonstration de la
proposition 2.1. 0

4. Intégrabilité locale des caractéres de G’ : une méthode générale

Cette section est indépendante de celles qui la précedent. En particulier, certaines
notations introduites ci-dessous, bien que déja utilisées dans les sections 1 a 3,
désignent ici des objets beaucoup plus généraux que ceux qu’elles y désignaient.

Soit H un groupe topologique localement profini possédant une base dénom-
brable d’ouverts, et soient G’, C C H deux sous-groupes fermés distingués tels
que :

-G'NC={1},

— le groupe C est central dans H et discret (pour la topologie induite),
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— le groupe CG’\ H est commutatif et compact (pour la topologie quotient).
On pose G=CG' (produit direct). Soit {K“ : a € Z>¢} une famille de sous-groupes
ouverts compacts de H telle que :

— pour a > 1, K“ est distingué dans KO,

— pour tout voisinage ouvert €2 de 1 dans H, il existe un entier a > 0 tel que

K*CQ.
Puisque H possede une base dénombrable d’ouverts, une telle famille existe. On
pose K =K%et K'“ = K*NG' (a € Z=o). Puisque C est discret dans H, il existe
un entier ag > 0 tel que K% N C = {1}. On suppose que les groupes H et G’ sont
unimodulaires. Le groupe G est alors lui aussi unimodulaire.

Soit (', W) une représentation complexe lisse admissible irréductible de G'.
Notons (7, W) la représentation de G définie par 7 (zg) = 7/(g’) pour tous z € C
et g’ € G'. On suppose que la représentation (77, W) de G s’étend en une repré-
sentation lisse (7, W) de H. Puisque 7’ est admissible, 7t 1’est aussi. Soit indg w
le C-espace vectoriel formé des fonctions ¢ : H — W telles que :

— ¢(gh) =7(g)(¢(h)) pour tous g € G, h € H,

— il existe un sous-groupe ouvert compact Ky C H tel que ¢ (hk) = ¢ (h) pour

tous h € H, k € K.
Soit (o, V) = (indg T, indg W) la représentation de H définie par o (h)(¢)(h') =
¢(W'h)(h, W e H;¢eV);ie., 'induite lisse de 7 a H. Puisque G est cocompact
dans H, la représentation o est admissible. Posons € = E(G\H ).

Lemme 4.1. Les représentations T ® x (x € €) sont deux a deux non équivalentes,
etlonaoc >~ T®X.

Démonstration. Soient x, x' € €,et y € Homg(r ® x, 7 ® x') tel que y # 0.
Par restriction, y définit un élément de Homg; (77, 77), par suite y € C* (lemme de
Schur) et x = x’. Les représentations 7 ® x (x € €) sont donc deux a deux non
équivalentes.

Posons § = C*°(G\ H). L’application

FOW —V, fOwr (he> f(m(h)(w)
est C-linéaire, et H-équivariante pour 1’opération de H sur § ®c W donnée par
h-(fOw)=fierh)(w), fu)=fW'h)  (h, k' eH).

L’injectivité de ¢ est claire. Montrons la surjectivité. Soit X C H une partie com-
pacte telle que H = GX. Soit ¢ € V.Lensemble Y = {m(x D(px)) : x € X}
est fini, par conséquent il existe un sous-groupe ouvert compact J C H tel que
¢hj)=¢h)(heH,jel)etn(j)(y)=y(yeY,jeJ) Soientxy,...,x, € X
un systtme de représentants des doubles classes G\ H/J. Ecrivons ¢ = Yo ¢i
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avec Supp(¢;) C GxiJ.Pouri=1,...,r,ona¢; = L(lé\éxij ® w;) avec w; =
w(x; 1)(¢>i (x;)). D’ou la surjectivité de ¢.

Les éléments de € forment une C-base de §, et pour y €e,onah-(y @ w) =
X® (T x)(h)(w) (we W). Dol lemme. ]

Poura € Z>,, et x € €, onpose x, = x|ka € €(K'“\K“) Ce(K?); et1’on note
VE® € V le sous-espace des points fixés par K¢ et W(x, ') C W la composante
x; '-isotypique de 7. D’apres 13 lemme 4.1, on a la décomposition

(4.2) VE P W)  (aeZzq).

X €€

Puisque la représentation o est admissible, ’ensemble des x intervenant dans la
décomposition (4.2) est fini; i.e., W(x, 'Y = 0 pour presque tout x € €. Pour
a € Z>q4,, On pOSE €, = e(éK“\H) C €, et I’on note b(, a) le plut petit entier
b>atelque{x €e:W(x, ') #0} C €. On adonc les inclusions

a ra b(m,a)
wE c wK" c wX (a €754y);

précisément, b(rr, a) est le plus petit entier b > a tel que WX c WX g

Soient dh et dg les mesures de Haar respectivement sur H et G normalisées
par K. Posons dk = dh|x, dg' = dg|¢ et dk’ = dg'|g'. Soit k = (H : GK). Pour
a €Z>4y,0na

(KK _ i,

(4.3) leal = (H:GKY) =« (GK : GK*) =k——= = c
(K : K'%)

a a
avec K = KNG, ¢, = vol(K? dk) et ¢, = vol(K", dk').

Pour toute représentation complexe lisse admissible 7 de H, on note ®,; € %(H)
la distribution trace(t dh). De méme, pour toute représentation complexe lisse ad-
missible 7 de G (resp. T’ de G'), on pose @; = trace(f dg) € D(G) et Op =
trace(t’ dg’) € @(G"). Pour simplifier I’écriture, si T est une représentation lisse de
Het f e CX(H), on écrira T(f) au lieu t(f dh) (= fH f(h)Tt(h)dh).

Pour f € C°(H) et Q2 C H une partie ouverte compacte, on note fo € C°(H) la
fonction définie par fq(y) = vol(S2, dh)~! fQ f(h~'yh)dh. Et pour f € Cé’o(f}),
on note ¢f € C(G') la fonction définie par cf(g') = D _.c f(zg") (puisque C
est discret et Supp( f) est compact, cette somme est finie).

Supposons que Ay, ..., hy € H forment un systeéme de représentants des doubles
classes G\ H /K. Puisque G et GK“ sont distingués dans H, on a

) ~ S ~
H=]]hiGKo=]] GK®h,.
i=1 i=1

Soit X =[[_, K“h;.
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Proposition 4.4. Soit (7{, W\) une représentation complexe lisse admissible de
G'. Soit 71 la représentation de G définie par 1(zg") = 7| (g') pour tous z € C et
g € G, etsoito) = indgfrl. Pour f € C¥(H),ona

<fs ®01> :K(fX|Gs ®ﬁ|> :K<C(fX|G)’ ®n1’>

Démonstration. Soit C* (X, W) le C-espace vectoriel formé des fonctions locale-
ment constantes X — Wy, canoniquement identifié a C°° (X)®¢ W;. Pour tout sous-
groupe ouvert J C K%, on pose C(J\X, W)) = C(J\X) ®c W C C®(X, W)).
L’ application V| = indg Wi — C*®(X, W}), ¢ — ¢|x est un C-isomorphisme de
V1 sur le sous-espace vectoriel $) C C*°(X, Wp) formé des fonctions n : X — W
telles que n(k'x) = m{(k")(n(x)) pour tous k' € K'® et x € X. Soit p : K —
Autc(C*°(X)) la représentation (admissible) définie par p(k)(x)(x) = ak—x)
(ke K%, o € C*®(X), x € X). Le C-endomorphisme u de C*(X, W) défini par
u@@w)=cy " [ PN ()@ (k') (w) dk’ (a € C®(X), w e Wy) avec ¢j =), ,
est un projecteur de C*°(X, Wi) sur H : on a Imu = § et u|g = Idg.

Soit f € C°(H). Choisissons des entiers a, b > ag tels que f € C.(K*\H/K*“)
et KP ChiKh7 ' CK® (i=1,...,s).Onadonc o (f)(V;) C VK" et XK = X.
Et puisque K% normalise K?, pour ¢ € VIK“ ona¢gkx)=¢(x) (ke K, x € X),
par conséquent ¢|x € C(Kb\X, wWphn$ cC C(Kb\X, WlKlb). Identifions V; a 9
via I’isomorphisme ¢ — ¢|x. Puisque C(K?\ X, WIK /b) est un C-espace vectoriel
de dimension finie, I’opérateur o ( f) ou sur C*°(X, Wy) est de rang fini, et ’on a
I’égalité ( f, O, ) = trace(or(f) ou).

Soit Wi (K"®) le sous-espace vectoriel de W engendré par les w — | (k")w pour
w e W etk € K. On ala décomposition W = WlK/b ® Wi (K'®). De méme, on a
la décomposition C®(X) = C®(X)K" & C®(X)(K?) avec C® (X)X’ = C(K"\X)
et C¥(X)(K?) = (@ — p(k) (@) : @ € C®(X), k € K?). Puisque K> C K”, on a
(calcul facile) u(C*®°(K? \X)®c Wi (K’ b)) =0. Par ailleurs, le sous-espace vectoriel
VI(KY) ={(p—0o1k)(@): ¢ € Vi, ke K*) C V| s’identifie au sous-espace vectoriel
de $) formé des fonctions o : X — W, telles que || xa @(xk) dk = 0. Puisque K b
normalise K’ et K’x c xK“ (x € X), on a I’inclusion u(C*®(X)(K?) ®c W;) C
Vi(K*4). Puisque o1(f)(V1(K%)) = 0, on obtient que (f, ®,,) coincide avec la
trace de I’opérateur o (f) o u sur I’espace vectoriel C(K b \ X, WlK /b).

Soit (7}, W,") lareprésentation contragrédiente de 7{. Le morphisme de dualité
Wi x W) — C, (w,w") — (w, w") induit par restriction une forme bilinéaire
non dégénérée sur WlK " x Wy K *. Soit (@, ) — (¢, ¢) la forme bilinéaire non
dégénérée sur C(KP\X, WK”) x C(K"\X, (WY)K") définie par

(@, ) =Z/Ka (@ (kh;), p(kh;)) dk.
i=1 0
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Soit B une C-base de WIK'b, et soit BY ={w" : w € B} la C-base de (WIV)K/b duale
de 8. Soit &y une C-base de C(Kb\l(“o), et soit ¢ la C-base de C(Kb\X) définie
par € = {o; :x € €, i = 1,...,s} avec Supp(e;) C K®h; et a;(kh;) = a(k)
(k € K%). Posons ¢ = ¢p,. Alors {c'a @ wY : a € €, w € B} est la base de
C(KM\X, (le)K/b) duale de {c @ w : o € €, w € B} pour la dualité définie plus
haut. On a donc

(f,Oo)=c"' Y Y (o1(f)oul@@w),a@w")

acCweB

=c! Z Z Z/ a(khi){o1(f) ou(a ® w)(kh;y), w") dk
aeCwePB i=1 K0

=C_IZ Z Z/ a(k)(o1(f) oule; ® w)(kh;), w”) dk.
i=1 ey weB K90

Pour (¢, w) eCxBetxe X,ona
u(e ® w)(x) :c61/ a(k™'x) @ | (k') (w) dk’
K/ao
et

01(f) ou(a®@w)(x) =/ Jf(Wu(a @ w)(xh)dh
H

:Z/ F hh)u(a @ w)(hhy) dh
i=1 Y GK%

=c;' Y f / F gkh) ) (3) (u(e@w) (khy)) d§ dk;
i=1 Gx K%
d’ot I’on déduit que

o1(f) ou(x @ w)(x)

=< ) // / f™ gkh)a (k'™ khy) ® 71 (K'Y (w) dg dk dk'
i=1 Gx K% xK"0
Y e gkhia(khy) ® 71(8)(w) dg dk.
0 im Gx K

Soit fy € C§°(C~;) la fonction définie par fy = vol(X, dh) fx|g. Pour g € G,
ona fi(@) = Y- [xw f(h; 'k~ gkh;) dk. Puisque x'K’x C K (x € X) et
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feCAK\H/K, ona f;ieC(K"\G/K™) et
(f, Og) = (ccé)*1 Z Z Z / aky) -
i=1 actywen ’ K
(f/ F 7k ghahi)o (ko) (71 (8) (w), wY) dg dk2> dk,
Gx K%
- C(Ccé))_l Z Z /[ f(hflk_lgkhi)(ﬁl(g)(w), w")dgdk
i=1 wep JGXKO

' T [ f@@ @), ) dz,

weB

Or fy = scofx|g avec co = cq,, €t

Yo @@ @ W), wY)dg = (fxlg. O,).

weB G

En définitive, on obtient que
(f, O0)) =scocy (g O )-

Mais s = |e,,| =« cglcg d’apres (4.3), d’ou I'égalité (f, Oy ) =k (fx|z, O ).
Puisque G’ est ouvert dans G, on a

(Fxle: O3,) = trace ( /G @R @) dg)

= trace (/G/ c(fx|(;)(g/)ﬂ{(g/) dg’) = (C(fX|(”;)’ ®7r1’>~

Ce qui acheve la démonstration de la proposition. g

Corollaire 4.5. Pour f € C°(H), ona
(f,00) =k(flg, Oz) =k {c(flg), On).

Démonstration. Puisque  prolonge 7, pour f € CJ°(H), on a

vol(X, dh)( fx|g, Oz) = trace (Z //~ f(g)ﬁ(hikgk—lhi—l)dg dk)
i=1 Gx K9

= trace (Z/ Jr(hik)ﬁ(flg;)ﬂ(k_lhil)dk)
i=1 7 K©

=5 cCap(flg, Or).

D’oll le corollaire. O
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Pour a € Z>, on pose ¢, = c;llKa € C¥(H)etl'onnote ®,,: H— Cla
fonction (K “-biinvariante) définie par

Or.q(h) =trace(rw (e,)mw (M) (eq)) =c; (K K“Nh™' K“h) ™" trace(r (1gap k).

Pour f € C(H), on a (f, Ox) = (f, Or,dh) pour tout a € Z>q tel que f €
C.(K“\H/K?%).Ladistribution ®, est donc limite faible des distributions ®, , dh
quand a tend vers +00.

Proposition 4.6. Soit a) € Z~,,, et posons by =b(w, ay). Pour f € C.(K“\H/K"")
eta €l=p,ona(f,Op) =k [5 f(&)Ora(8)dg.

Démonstration. Soient f € C.(K“\H/K%) et a € Z>p,. D’apres le lemme 4.1,
on a

(f. O5) =trace(o (f) : VE" — VET) = 3" (£, Orgy)
X €€a
avec (f, Orgy) = (xf, Ox). Soit X, C H un systeme de représentants des classes
GK“\H.Ona

(f,00) = 3 trace ( | i dh)

X €€a

:trace<z Z /G . (x f)(hx)n(hx)dh)

X€E€q xeX,

:trace(z Ea(x) [ f(hx)n(hx)dh)

xeX, Gk«

avec By(h) = eréa x(h) (h € H). Puisque E, = |€4| 1 gq, On obtient que

(f. ©0) = léal -trace( ~

GK?

fh)m(h) dh) .
Posons ¢ = ¢, et ¢ = ¢/,. Alors
) fyr(h)dh =c ! // i flkih)m(kih)dk; dh
GK¢4 axGK@a
— () / / / L fEkT k) di dEdi
— P(ec)! /G F@)m(em(@)m(es) di.

1

Or e’ ' =k -|e,| ™" ; voir (4.3). D’o1 I’on déduit que

(f, ©c) =K - trace (/G f(§)7f(€a)7f(§)7f(ea)d§>=K/Gf(§)®n,a(§)d§- O
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Corollaire 4.7. Pour ' € C.(K'""'\G'/K"") eta € Z>p,, 0n a
(f', On) =/ f'(8)0r.a(g" dg'.
G/

Démonstration. Soient f' € CX(K'“"\G'/K'") et a € Z>p,. Soit f € CF(H) la
fonction prolongeant f’ définie par

f€C(K“\H/K") et Supp(f)=K" Supp(f)K*.

D’apres 4.5 et 4.6, on a
(c(flg): On) =6 (f, Op) = /G f(8)Ox.a(8)dg.
Puisque Supp(f|z) C G',onac(flg) = f'et

[ F@Ora@di= | F(&)Onalg)dg.
G G’

D’ot le corollaire. U

La distribution @ est donc limite faible des distributions ® ,|¢ dg’ quand a
tend vers +-00. Les deux propositions suivantes sont naturellement impliquées par
le corollaire 4.7, et seront utilisées dans la démonstration du théoreme 4.12.

Proposition 4.8. On suppose la distribution © localement intégrable sur H. On
choisit une fonction A, : H — C localement intégrable par rapport a dh telle que
On =Xy dh. Soit a) € Z>,,, et posons by =b(w, a1). Pour f' € C.(K'"\G'/K'™"),
il existe une partie dense V', q4,(f") C K telle que pour tout k € Vimat (f), 0na
(f,Ox) =[5 [ (8NAr(g'k) dg’ (intégrale absolument convergente).

Démonstration. Pour a € Z>g, on a O ,(h) = ca_2 ffK,,XKa Az (k1hky) dky dky (h €
H). Puisque ®, est une distribution H-invariante sur H, fixé un élément y € H,
onaaiy (y_lhy) = Ax (h) pour presque tout iz € H. Pour a € Z(, on a donc aussi
Ona(h) =c;! fK“ Az (hk)dk (h € H). D’apres 4.7, pour f' € C°(G'), on a

(f O = lim ¢ f / F1(&) A (g'K) dg di;
/XKH

a—+00

plus précisément, pour f' € C.(K'“\G'/K"™) eta € Z>p,,0n a
(o= [ F@naehdg d
/XKG

Soit ' € Cc(K'"\G’/K'*"). Notons f € C°(H) la fonction prolongeant f’
définie par f € Co(K“\H/K%) et Supp(f) = K Supp(f’)K?. La fonction
H— C, h— f(h)A;(h) estintégrable par rapport a dh. Par conséquent (théoréme
de Fubini), pour presque tout /1 € H, la fonction G — C, 3 — f(gh)A,(gh) est
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intégrable par rapport a dg ; et la fonction @ : G\H — C, définie presque partout
par ® s (h) = [z f(§h)Az(gh) dg, est intégrable par rapport a dh/dg.

L’ensemble € des caractéres de lisses de G\ H est muni d’une structure de groupe
topologique discret : c’est le dual de Pontryagin du groupe abélien compact G\ H.
Notons CO(G\H ) (resp. LI(G\H )) I’espace des fonctions continues (resp. inté-
grables par rapport 2 dh/dg) G\H — C. Soit CD} : € — C la transformée de Fourier
de &, définie par

dh
dV(y) = @ (h)x(h H—
700 /G\H rix™Hgz (xee

(voir [Rudin 1962, 1.2.3]). Pour x € €, on a (calcul facile) @ (X) =(f, Orgy-1)-
Par conséquent 4.1 @Y (X) = 0 pour tout x € € \ €, donc ZX& (X)| < 400.

On peut donc définir la transformée de Fourier (dD W el O(G\H ):

oY)y =Y ®700x(h™")  (heG\H).

X €€
Puisque CDV e L'(e)NLY(G\H)", on peut appliquer le théoreme d’inversion de
Fourier [Rudm 1962, 1.5.1] : (CD YW e L' (G\H) et

<I>?(><>=f/“1/~ (@) (h)x(h)— (x €¢)
G\H

avec ¥ = vol(G\H, dh/dg) = s vol(K'"\K%, dh/dg) = |ea0|caoca_01 =k (4.3).

En d’autres termes, on a (® s —W)" =0avec W(h) = K*I(QJ}) (h=Y) (h e G\H),
ce qui implique (voir [Rudin 1962, 1.7.3/b]) que @ (h) =« (®})V(h~") pour
presque tout 1 € G\ H. Puisque Supp(fb}) Cé€p,0na

()" € Co(GK""\H) = C(GK"'\H).

Précisément, pour i € G\H ,ona

@)Y () = Zf & (i ) x (™ 1)—

X E€py
. dh
= |ep, | d>f<hh11)7
G\GK"
= lep, | F(hh DAz (hhiY) dh
GKPb

—lenlcy! [ r@RT e Gl d
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Puisque |ep, |c;;1 =K c;ll (4.3), pour by € G\GK"', on a
@) =) [[ | F@re@h dzdk= k(s 000,
Gx Kb
Comme Supp(f|z) C G', on obtient que
(. 0m) = @D ) = [ Fia e dg
G/

pour presque tout 1 € K1, 0

Proposition 4.9. Supposons la distribution ®, localement constante sur une partie
ouverte Y C H telle que Y N G’ # . Alors la distribution © est localement
constante sur YN G', et 'on a O (g") = O, (g') pour tout g' e YN G'.

Démonstration. Posons Y =YNG'; ¢’est une partie ouverte (non vide) de G’. Soit
[ eCE), etsoita) € Zs,4, tel que f € Co(K''\G'/K'*"). Posons by =b(w, ay).
Puisque Supp(f”) est une partie compacte de Y’ C %, il existe un entier a > b tel
que K Supp(f)K* CY et O |ga Supp(f/ ke est une fonction K“-biinvariante. On
adonc O (g") = O ,(g") pour tout g’ € Supp(f’). On conclut grace a4.7. [

Soit Z le centre de H, et soit w, € €(Z) le caractere central de w défini (lemme
de Schur) par 7 (z) = wr (z) -1dw (z € Z). Posons Z¢ = ZNK* (a € Z>y), et notons
a, le plus petit entier a > 0 tel que wy |z« = 1.

Remarque 4.10. Supposons la distribution ®, localement intégrable sur H, et
choisissons une fonction A, : H — C localement intégrable par rapport a dh telle
que ®; = Ay dh. Soient f € CX°(H) et z € Z. Notons f* € C°(H) la fonction
définie par fZ(h) = f(hz~') (h € H). On a donc (f?, ©,) = [y f(W)Az(h2) dh.
Par ailleurs, on a

(f*, ©y) =trace m(f*) = wr(z) trace w(f) = w, (2){f, Ox).

Puisque 1’égalité ci-dessus est vraie pour toute fonction f € CS°(H), on obtient
que Ay (hz) = wy (2)Ar (h) pour presque tout h € H.

Remarque 4.11. Supposons la distribution ®, localement constante sur une partie
ouverte ¥ C H. Pour a € Z-¢, on a clairement O ,(hz) = w;(2)Or ,(h) (h € H,
z € Z). On en déduit que la distribution ®, est localement constante sur Z%, et
que O (hz) = 0 (2)Ox (h) pour toush € Yetz € Z.

On dit que la projection canonique H L, G\H est scindée au-dessus d’un
sous-groupe ouvert U C G\ H, s’il existe un morphisme de groupes topologiques
(i.e., une application continue qui est un homomorphisme de groupes) o : U — H
tel que p oo = Idy. Puisque G = CG’ (produit direct) et C C H est discret, la
flache p est scindée au-dessus d’un sous-groupe ouvert de G\ H si et seulement si
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la projection canonique H — G'\ H est scindée au-dessus d’un sous-groupe ouvert
de G'\H.

Thoreme 4.12. Supposons la distribution ©; localement intégrable sur H. Si l’une
des deux conditions suivantes est vérifiée:

(1) vol(G'Z,dh) # @ et la distribution ® est localement constante sur une
partie ouverte ¥ C H telle que vol(G' ~ (YN G'),dg’) =0,

(i) la projection canonique H — G'\ H est scindée au-dessus d’un sous-groupe
ouvert de G'\H,

alors la distribution © est localement intégrable sur G'.

Démonstration. Choisissons une fonction A, : H — C localement intégrable par
rapport a dh telle que ®, = A, dh.
Supposons vérifiée la condition (i). Soit f' € C°(G'), et soit a; € Z>,, tel que

f € Co(K''\G'/K'™).

Posons by = b(m, a;) et ¢; = max{by, a}. On a vol(K'"'Z¢, dh) # 0. Puisque
K'"1Z¢1 est contenu dans K”' et que f' € C.(G'/K'™"), d’apres la proposition 4.8,
il existe un z € Z° tel que (f”, O) = [, f/(8)Ax(g'z) dg’ (intégrale absolument
convergente). D’apres la remarque 4.11, pour tout 2 € Y, on a Ay (hz) = A (h).
Comme Y NG’ est dense dans G', on obtient que (f', Ox') = [, f'(g)Ax(g') dg’
(intégrale absolument convergente). Cette égalité étant vérifiée pour toute fonction
f € CX(G"), la distribution O est localement intégrable sur G’.

Supposons maintenant vérifiée la condition (ii) ; i.e., supposons qu’il existe un
sous-groupe ouvert U C G\ H et un morphisme de groupes topologiques o : U — H
tel que p oo = Idy. Quitte a remplacer U par un sous-groupe plus petit, on peut
supposer que o(U) C K. Pour a € Z>, on pose K¢ = K% (U) (c’est un sous-
groupe ouvert de K), e, , = vol(K{, dk)_llKg € CX(H), et'on note O 4 :
H — C la fonction définie par O , ,(h) = trace(mw (e,.0 ) (h)m(€4,5)).

Soit ay le plus petit entier a > 0 tel que p(K“) C U. Posons a; = max{ag, ay}.
Pour a € Zza(”)" ona K¢ = Ko (U) (produit semidirect), et la restriction de p
& Kg induit une identification canonique K'“\Kg = U. Soit a; € Z,;, et soit
by =b1(m, a1, o) le plus petit entier b > a; tel que {x €€ WK'al(le,l) # 0} C €.
D’apres la démonstration de 4.7, pour f' € C°(K“'\G'/K'""") et a € Z>p, on a
(f/’ On) = fG/ f/(g/)®ﬂ,a,a(g/) dg/-

Pour a € Z, d’apres le début de la démonstration de la proposition 4.8, on a

Ox.a.0(h) =vol(K{, dk)~! / Ar(hk) dk (he H).
K3

Notons du la mesure de Haar sur U déduite de dh/dg par restriction. Pour a €

Z>gq; et h € H, la fonction K" x U — C, (k',u) = Ay (hk'c(u)) est intégrable
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par rapport & dk’ du, et 'on a O, ,(h) = ¢ ¢y [Sxasy Ax (ko (u))dk' du
avec cy = vol(U, du). On en déduit (théoreme de Fubini) que pour presque tout
g € G’, la fonction U — C, u +> A,(g'c(u)) est intégrable par rapport a du.
Notons A, , : G' — C la fonction définie presque partout par

b (8 = ¢! / A (20 () dt.
U

Soit f" € C°(G"). Choisissons un aj € Z»4; tel que f' € C(K'“\G'/K'") et
posons b} = b(w,a,o). Poura € Zzb’p ona

020 = | F()Onante)dy

=c;1cl;1f (&) (ff Aﬂ(g’k’a(u))dk’du) dg'.
G’ KaxU

La fonction G’ x K'* x U — C, (g, k',u) — f'(g")Or(g'k’c (u) est intégrable
par rapport & dg’ dk’ du. On peut donc inverser les signes |, o €t f g (théoreme de
Fubini). Puisque f'(g’k’~!") = f'(g") (g’ € G’, k' € K'*), on obtient que la fonction
G'xU—C, g+ f(g)0,(g'o(u)) est intégrable par rapport a dg’ du, et que

1000 = [ £ 6&na(s)de

(intégrale absolument convergente). La fonction G’ — C, g’ +— A, ,(g’) est donc
localement intégrable par rapport a dg’, et la distribution ®, est localement inté-
grable sur G'. O

Remarque 4.13. Supposons la distribution ®, localement intégrable sur H. Sup-
posons aussi que la projection canonique H — G\H est scindée au-dessus d’un
sous-groupe ouvert U de G\H. Soit o : U — H un morphisme de groupes to-
pologiques tels que p o 0 = Idy. Puisque U est fermé dans le groupe compact
G\H, o(U) est un sous-groupe compact de H. Par conséquent o (U) est contenu
dans un sous-groupe ouvert compact J de H, et quitte a remplacer K par J, on
peut supposer que o (U) C K. Choisissons une fonction A, : H — C localement
intégrable par rapport a dh telle que ®, = A, dh. D’apres la démonstration de 4.12,
pour presque tout g’ € G’, la fonction U — C, u +— A, (g’o (1)) est intégrable par
rapport & du = (dh/dg)|y ; la fonction A, , : G’ — C définie presque partout par
Ao (g) = On(g) = vol(U, du)™! fU Az (g'u) du, est localement intégrable par
rapport a dg’; etl’ona O = Ay, dg'.

Supposons de plus que la distribution ®, est localement constante sur une partie
ouverte ¥ C H telle que Y NG’ # . Alors d’aprés la proposition 4.9, pour tout
g eYNG ,ona®(g)=rrs(g).
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Corollaire 4.14. Supposons la distribution ® localement intégrable sur H, loca-
lement constante sur une partie ouverte ™ C H telle que vol(G'~.(YNG"), dg") =0.
Si vol(G'Z, dh) # 0 ou si la projection canonique H — G'\H est scindée au-
dessus d’un sous-groupe ouvert de G'\H, alors la fonction O |g est localement
intégrable par rapport a dg’', et pour toute fonction f' € C°(G’),ona (f', O) =
Jo (8Os (g) dg .

5. Intégrabilité locale des caractéres de G'(F)

Soit G un groupe linéaire algébrique réductif connexe défini sur F, et soit G’
son groupe dérivé. Soit C le tore central F'-déployé maximal de G, et soit C () le
sous-groupe de C(F) =Hom(X*(C), F*) défini par C(w) = Hom(X*(C), ()) ;
ou X*(C) désigne le Z-module libre formé des caracteres algébriques de C. Po-
sons o G'(F) = C(w)G'(F) (produit direct) ; ¢’est un sous-groupe fermé cocom-
pact G(F). Remarquons que pour tout sous-groupe compact J C G(F), on a
JNC () =0. Soit H C G(F) un sous-groupe ouvert contenant ,, G'(F). Le triplet
(H, G'(F), C(w)) vérifie toutes les conditions imposées au triplet (H, G’, C) dans
la section 4.

Soit (7r’, W) une représentation complexe lisse irréductible, donc admissible, de
G'(F).Notons (77, W) lareprésentation de G = ,, G'(F) définie par 7 (zg') =7 (g)
pour tous z € C(w) et g’ € G'(F). On sait que toute représentation complexe lisse
de type fini de G'(F) est un C[G’(F)]-module nceethérien. On en déduit que toute
représentation complexe lisse de type fini de G est un C[G]-module noethérien.
On peut donc appliquer le corollaire 4.6 de [Henniart 2001] : la représentation
(T, W) de G s’étend en une représentation lisse (;r, W) d’un sous-groupe ouvert
d’indice fini H C G(F). Par construction, 7 est admissible et irréductible. Puisque
H contient G'(F), H est distingué dans G (F).

Soient dg et dg’ des mesures de Haar respectivement sur G(F) et G'(F), et
posons dh = dg|y. Pour toute représentation complexe lisse admissible 7| de H
(resp. 7t} de G'(F)), on pose O, = trace(rr; dh) € D(H) et O = trace(rr; dg’) €
D(G'(F)).

Soit G(F) 'ensemble des éléments semisimples réguliers de G(F'). Posons
Hy=G(F)sNH et G'(F)y=G(F)s: NG'(F).

Le résultat suivant est une variante de [Harish-Chandra 1980, 4].

Proposition 5.1. Pour toute représentation lisse irréductible w| de H, la distribu-
tion O, est localement constante sur Hg.

Démonstration. Elle est identique a celle de [Harish-Chandra 1980]. Soient (P, A)
une F-paire parabolique minimale dans G, et ¥ un sous-groupe compact maximal
spécial de G (F') en bonne position par rapporta (P(F), A(F));i.e.telque G(F) =
HP(F)etXNP(F)=HNM(F))(XNU(F))ou M et U désignent respectivement
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le centralisateur de A dans G et le radical unipotent de P. On a la décomposition
d’Iwasawa G'(F) = H'P'(F) avec %' = X N G'(F) et P’ = P N G'. Puisque
G(F)=G'(F)M(F), on a aussi G(F) =3 P(F), d’ou I’on déduit que

H=H'HNPF)=H'HNM(F))

etque H =¥y Py avec g =HNHet Py =P(F)NH.

Soit M le sous-ensemble de M (F) défini comme en [Harish-Chandra 1980,
4], et soit Q2 C X N M(F) un systeme (fini) de représentants des classes 3 g\ .
On a la décomposition de Cartan G(F) = XM, d’ou I’on déduit que H =
Hy( QM T Q) Iy avec (QMTQ)y = QM T QN H. Soit Xy C I un sous-groupe
ouvert distingué tel que (Vy,)™ # 0 ol V,, désigne I’espace de m;. D’apres
[Harish-Chandra 1980, 4], il existe un sous-groupe ouvert compact Py C P(F),
que I’on peut choisir contenu dans Py, tel que m™'Pom C Ko pour tout m € M.
Quitte a remplacer Pg par (), .o xPox !, on peut supposer que m ~' Pym C K pour
tout m € QM T Q. Comme dans [Harish-Chandra 1980], on montre alors que pour
x € Hy, I'opérateur T, = vol(K dh)~! f%H m1(hxh~1) dh est de rang fini, et que
I’application Hy — End(Vy,), x — T est localement constante ; ce qui implique
(voir [Harish-Chandra 1980, 4, corollary of theorem 2]) que ®,, coincide sur Hy;
avec I’application localement constante x +—> trace(7y). O

D’apres [Harish-Chandra 1980], la distribution ®+ est une fonction localement
constante sur I’ensemble G’ (F ). D’apres la proposition 4.9, on a donc le

Corollaire 5.2. On a @7-[’ |G/(F)sr = ®7T |G/(F)sr'

Soit Z le centre de G. Posons Zy = Z(F) N H ; c’est le centre de H. Puisque
H est un sous-groupe ouvert d’indice fini de G(F'), on a

— vol(G'(F)Zy, dh) # 0 si et seulement si vol(G'(F)Z(F), dg) # 0,

— la projection canonique H — G'(F)\H est scindée au-dessus d’un sous-
groupe ouvert de G'(F)\ H si et seulement si la projection canonique G (F) —
G'(F)\G(F) est scindée au-dessus d’un sous-groupe ouvert de G'(F)\G(F).

Soit p > 0 la caractéristique de F. Si p =0, ou si p est > 0 et “suffisamment

grand” par rapport au rang de G, alors les deux criteres qui nous intéressent sont
vérifiés : I’application produit G'(F) x Z(F) — G(F) est ouverte, de noyau fini ;
par conséquent vol(G'(F)Z(F), dh) # 0, et pour tout sous-groupe ouvert Uz C
Z(F) tel que Uz N G'(F) = {1}, la projection canonique G(F) — G'(F)\G(F)
est scindée au-dessus de G'(F)\G'(F)Uz . Dans le cas général, il se peut que
vol(G'(F)Z(F), dg) = 0 (cf. par exemple la section 6), mais le second critere est
toujours vérifié :

Lemme 5.3. La projection canonique G(F) — G'(F)\G (F) est scindée au-dessus
d’un sous-groupe ouvert de G'(F)\G(F).
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Démonstration (P. Gille). Soit 1 — T ST ) ZT 3 — 1 une suite exacte de F'-
tores. Choisissons une extension galoisienne finie E/F déployant T'| et T3 (alors
E déploie T>), et posons I' = Gal(E/F). Pour i =1, 2, 3, on note X; = X*(T;)
le groupe des caracteres algébriques de T;. D’ou une suite exacte de I'-modules
0— X; N X> = X1 — 0, laquelle définit un élément de Ext} (X1, X3). Puisque
[T -ExtlF (X1, X3) =0, la suite exacte de I"-modules

1—>X3£XQE>X1—>1

définie par
- Xo =ker(X1 x X2 = X1, (x,y) = [Tlx +(»),
- 7*(y) = (0, 7*(y)) pour tout y € X3,
— "(x, y) = x pour tout (x, y) € X, C X1 X X,

est scindée. De plus, le diagramme de I"-modules

0 0 0

b

0— X3 — X —= X; — 0
[ VA

0— X3 2+ X, X, 0

est commutatif; ot f* désigne la projection sur le second facteur, et u* la mul-
tiplication par |I'|. Le conoyau de f* s’identifie naturellement (i.e., via ¢*) a un
sous-groupe de X;/u*(X1); c’est donc un groupe fini. Par dualité, on obtient le
diagramme commutatif exact de F'-tores suivant :

|l — T, -1, 5Ty — 1

[ VA
l— T, -7, 51y 1

ool

1 1 1

ol T, désigne le F-tore E-déployé ayant pour groupe des caractéres le I'-module
X,. Soit 5 : T;— T, un morphisme de F-tores tel que 7 o5 =idr, (un tel § existe,
cf. plus haut). Puisque ker f est un F-groupe multiplicatif fini, il existe un sous-
groupe ouvert Uy C T (F) tel que f induit un homéomorphisme (pour la topologie
w-adique) f': Uy — f(U,). Comme f(U,) est ouvert dans TZ(F), il existe un
sous-groupe ouvert U3z C T'3(F), que I’on peut supposer contenu dans 7 (T2 (F)) N
F(T2(F)), tel que 5(Us3) C f(Up). Soit s : U3 — T,(F) ’homomorphisme de
groupes défini par s(u) = f'~! 05|y, ; il est continu et scinde la suite exacte 1 —
T(F)— Ty(F)— n(T,(F)) — 1 au-dessus de Us.
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Le quotient géométrique p : G — G'\G existe sur F ; plus précisément, G'\G
est un F-tore et p est un morphisme de F-groupes algébriques. Soit T un tore
maximal de G défini sur F. Alors T = T N G’ est un tore maximal de G" défini
sur F, et p induit une suite exacte de F-tores 1 - T'— T — G'\G — 1. D’ou
le lemme. O

D’apres le corollaire 4.14, la proposition 5.1 et le lemme 5.3, on a :

Thoreme 5.4. Supposons la distribution ©,, localement intégrable sur H. Alors la
distribution ® . est localement intégrable sur G'(F); plus précisément, la fonction
Oxlg /() est localement intégrable par rapport a dg', et pour toute fonction f' €

CE(G'(F)),ona(f',On) = [ ['(8)Ox(g) dg'.

6. Intégrabilité locale des caracteres de SL,, (D)

Revenons a la situation qui nous intéresse, celle des sections 1 a 3 : G =
Autp(V), G' =ker{det’ : G — F*} et G = ,,G’. La norme réduite det' : G — F*
induit par passage aux quotients un isomorphisme de groupes

G'Z\G — (F*)"\F* ~ (03)"\0} x Z/nZ.

Si p (=car(F))=0,ousi p > 0et(n, p) =1, alors le groupe G'Z\G est fini et
G'Z est un sous-groupe ouvert de G. Si p > 0 et p divise n, alors vol(G'Z, dg) =
0. Pour x € F*, notons u(x) € G I’élément défini par u(x)(e;) = e - x et
wx)(e;) = e (i =2,...,n); on rappelle que (eyq, ..., e,) est une D-base de
V). Alors I’homomorphisme de groupes o = wodet’ : G'\G — G est continu
et vérifie o (x) (mod G') = x? (x € G'\G). En particulier, si D = F, alors la
projection canonique G — G’\G est non seulement scindée au-dessus d’un sous-
groupe ouvert de G’\G (lemme 5.3), mais elle est scindée au-dessus de G'\G.

Soient dg et dg’ des mesures de Haar respectivement sur G et G’ (le sous-groupe
H C G n’étant plus fixé, on abandonne les normalisations de la section 1). Pour
tout sous-groupe ouvert distingué H C G, on pose dh = dg|y. Pour toute repré-
sentation complexe lisse admissible 7’ de G’, on note ®, € @(G’) la distribution
trace(w’ dg’).

D’apres le corollaire 3.9, la proposition 4.9 et le lemme 5.3, 0n a :

Théreme 6.1. Soit n’ € €(G’). la distribution ®y est localement intégrable sur
G', localement constante sur G..

Soit (7', W) une représentation complexe lisse irréductible de G’. Choisissons
un sous-groupe ouvert H C G contenant G et une représentation lisse (7, W) de
H prolongeant 7’ et telle que 7 (w'h) = m(h) (i € Z, h € H). D’apres le lemme
5.3, on a O,/ (g) = O (g’) pour presque tout g’ € G’ (resp. pour tout g’ € GY).
En particulier, la distribution ®,+ est H-invariante. Il suffit donc de décrire @
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au voisinage des éléments G-fermés de G’. Soit x un tel élément. Reprenons les
notations introduites dans le paragraphe “Réduction aux éléments G-purs de H
(descente parabolique)” (page 101). D apres le corollaire 3.9, il existe un entier
m > 0 tel que Ao C AV et 1+ o C H, et des constantes ¢, (") (n € Np 5)
tels que

(6.2) On (L +ug)x) = Y cn(x)Oy, )

nGNHJ

pour tout u € A" N B’ tel que 1 +up € G'; ot Ny ; désigne un systeme (fini)
de représentants dans B des H,-orbites nilpotentes de B, ®Kn la transformée de
Fourier de la distribution ®y , € Jy, (B) définie (via le choix de mesures de Haar
dhy et dhy, respectivement sur H, et (H,),) comme dans la section 3, et B’ I’en-
semble des éléments semisimples réguliers de B. Les fonctions @Xn|3/ sont en
général difficilement calculable (sauf si H = G, auquel cas 1’on dispose d’une tres
jolie formule, [Lemaire 2004, 1.9]). On aimerait donc les remplacer par d’autres
fonctions sur B’, plus faciles a manipuler : les transformées de Fourier des B*-

intégrales orbitales nilpotentes sur B tordues par un caractére de B*.

Distributions (G, «)-invariantes sur A. Soit k € €((F*)"\F*). Pour f € C°(A)
et g € G, on note &“f € CJ°(A) la fonction définie par

E4f(y)y =Ko det'g f(g ' yg).

Une distribution 7' € @(A) est dite (G, «)-invariante si (8“f, T) = (f, T) pour tous
feCX(A)etgeG. Soit J,(A) C D(A) le sous-espace formé des distributions
(G, k)-invariantes. On a clairement J, (A) C Jy, (A) avec H, = ker(x o det').
Pour chaque « € I1,, choisissons une mesure de Haar dg,,, sur G,,,. Pourx € I,
et k € €(Ay\F*), on note ©f = O% (-, dgy,) € Jc(A) la distribution définie par

dg
dgn,

63 (o= [ wodels S5 ) (f € C A
G \G

d’apres [Lemaire 2004, 1.10/2], I’intégrale est absolument convergente. Soient « €
I1, et k € e(ANF ™). Puisque le groupe A\ F™ est compact, le caractere « se
factorise a travers un quotient fini U\ F* de A \F ™ ;i.e., il existe un sous-groupe
ouvert U C F* contenant A, tel que x|y = 1. Soit H un sous-groupe ouvert
distingué de G tel que Ay C U (un tel groupe existe). Notons dh,, la mesure de
Haar sur H,,, définie par

dhna = dgna |Hnat El

et Oy 5 € Jg(A) (X € AgA\F™) la distribution définie grace aux mesures dh et
dh,, comme en 1.5. Pour chaque X € AyA,\F*, choisissons un élément x € P,
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tel que det(x) (mod ApyA,) = X. Pour f € C(A), on a

dh
(f.O) =Y kodet'(x) Ad* x(f)(h'ngh)
- « H, \H dhna
XEARANF o
= Y. k@ Ou);
TEAFAG F*
c’est-a-dire
(6.4) Q=Y k(®Ous.

FEAHALNF>

Réciproquement, pour x € AgA\F*, on a

(6.5) Ouz=(F*:ApAy)™" Y «k@'05.

k€e(AgANF>)

Soit IT), I’ensemble des couples («, k) avec a € I, et k € €(A,\F*). Puisque
(F)" = Am) C Ay (a € I1,,), le sous-groupe €((F*)"\F*) C e(F*) coincide
avec I’image de I’application IT, — €(F*), (o, k) > k. Pour r € Z. tel que r
divise n, notons @, : I,/ — T1, I'application injective définie par

@(ﬁ):(rﬂl erﬁn/rz()::()) (,B:(,BIZZﬂn/r)enn/r)

Pour o € I1,, notons s(«) le plus grand diviseur commun des o; (i = 1, ..., n).
On a clairement A, = (F*)'® (« € I1,). Par conséquent pour o € I, et k €
e((F*)"\F*),ona (a, k) € IT), si et seulement si r («) divise s () ; ol r (k) désigne
I’ordre de «. On en déduit que pour « € € ((F*)"\ F*), la fibre au-dessus de x pour
I’application IT), — €(F*), (a, k) — « s’identifie canoniquement a I,/ via
I’application ¢, /,(c),n-

Lemme 6.6. Les distributions ©% ((a, k) € I)) sont invariantes par un sous-
groupe ouvert distingué de G d’indice fini, linéairement indépendantes, et forment
une base des distributions sur A a support dans ‘M invariantes par un sous-groupe
ouvert distingué de G.

Démonstration. Pour («, ) € IT;, la distribution ®% est H,-invariante ; et H, est
un sous-groupe ouvert distingué de G d’indice fini.

Soit {ag,« : (o, k) € IT),} une famille de nombres complexes presque tous nuls,
telle que Z(a,/()el'l;, g, ®% = 0. Soit H un sous-groupe ouvert distingué de G tel
que Ay C kerk pour tout («, k) € IT), tel que aq 7 0. Pour (o, x) € [Ty ,, on



INTEGRABILITE LOCALE DES CARACTERES DE SL, (D) 123

définit comme plus haut une distribution ®, z € Jy(A). D’apres (6.4), on a

0= Z g Of = Z aa,/{( Z K(f)G)a,f)

(a,k)€ell], (o, k)€l XEAHANF*

- Z ( Z aa,KK(;z))(aa,;.

(a,X)€lly, kee(AFANF™)

Les distributions ®, z ((«, X) € [1g ,) forment une base de Jy (7). Par conséquent,

pour (o, x) € [1y ,,0ona
> lauk(®) =0.
kEe(AgANFX)

En d’autres termes, pour « € I1,, on a ZKEG(AHAQ\FX) aq.k =0; ce qui implique
que dq , = 0 pour tout (o, k) € IT,,. Les distributions ©% ((«, «) € IT)) sont donc
linéairement indépendantes.

Enfin d’apres (6.5), pour tout sous-groupe ouvert distingué H C G, les distribu-
tions ©f (a € I1,,, k € e(AgANF*)) engendrent I’espace Jy (N) ; d’ott la derniere
assertion du lemme. O

On en déduit :

Proposition 6.7. Soit 7’ € €(G’). 1l existe un entier m > 0 et des constantes c& (")
((or, ) € 1)) presque toutes nulles, tels que

Or(l+uy= > ch(x) (O 1)

(a,k)€ell),
pour toutu € A" N A" tel que 1 +u € G'.

On peut de la méme maniere remplacer dans la formule (6.2) les distributions
®Kn par des combinaisons linéaires des transformées de Fourier des B *-intégrales
orbitales nilpotentes sur B tordues par un caractere de B* (on laisse au lecteur le
soin d’écrire la formule).

Remarque 6.8. Soit H C G un sous-groupe ouvert distingué. On sait que les dis-
tributions O ; ((«, X) € 1y ,) forment une base du C-espace vectoriel Jg (N).
Par conséquent, pour v € %Z, les formes linéaires j'(®gy.z) (o, X) € Iy ,) sur
C.(A/2A"), engendrent le C-espace vectoriel j"(Jg(DT)). Soit v € %Z, et soit
{fi}i_o C C°(A) un jeu de fonctions vérifiant la condition (2) du lemme 2.20.
Il existe un t € F* tel que pour i = 0,...,s, on a (f;); € Cc.(A/A") (voir la
démonstration de la proposition 2.23 pour la définition de (f;);). D apres la for-
mule d’homogénéité pour ®, ; donnée au début de la démonstration du lemme
2.26,pouri, j€{0,...,s},ona((f;),0;)= |t|dim(@f)/28,~,j. Par suite, les formes
linéaires j"(®q.z) ((o, X) € [T ) sur C.(A/2") sont linéairement indépendantes.
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Par dualité, on en déduit que les constantes c, 5 (7') apparaissant dans la proposi-
tion 1.6 sont unigues. De méme (cf. la démonstration du lemme 6.6), pour v € éZ,
les formes linéaires j¥(®%) ((«, k) € IT,) sur Cc.(A/2L”), sont linéairement indé-
pendantes ; par conséquent les constantes cX (') apparaissant dans la proposition
6.7 sont uniques.

Soit (zr/, W) une représentation complexe lisse irréductible de G’. D’apres la
remarque 6.8, le groupe
Hy = (1) He

(a,k)

ou (a, k) parcourt les éléments de IT), tels que & (") # 0, est bien défini. Et si H
est un sous-groupe ouvert d’indice fini de G, contenant ,, G’ et tel que 7’ s’étende
en une représentation lisse (;r, W) de H, alors on a nécessairement 1’inclusion
H C Hy.

7. Application : intégrabilité locale des caractéres tordus des représentations
k-stables de GL, (D).

Soit k € e(F*)"\F*). Une distribution T € %(G) est dite (G, «)-invariante si
(&<f, Ty =(f,T) pour tous f € C°(G) et g € G. Soit J,,(G) C D(G) le sous-
espace formé des distributions (G, «)-invariantes. On a clairement J, (G) C Jg, (G)
avec (rappel) H, = ker(x o det’).

On rappelle qu’une représentation complexe lisse w de G est dite «-stable si
k>~ avec kT = (kodet’) @7 Soit €, (G) un systeme de représentants des classes
d’équivalence de représentations complexes lisses irréductibles «-stables de G.
Pour 7 € €,(G), on choisit un automorphisme non nul A% de I’espace V;; de 7 tel
que m(g)oAX =AX o(km)(g) (g € G), et!’on note OF =trace(rw dg o A%) € J(G)
la distribution définie par ( f, ® ) = trace(w (f dg) o AY). D’apres le lemme de
Schur, A/ est unique a multiplication pres par une constante complexe non nulle.
Une représentation complexe lisse p de H = H, est dite réguliere si pour tout
g€ G~ H,onap8# pavec p(h) = p(ghg™") (h € H). Notons € (H) C €(H)
le sous-ensemble formé des classes de représentations régulieres.

D’apres [Kazhdan 1984, section 2, lemma 2.1], ’application p indgp induit
une bijection entre

— I’ensemble des G-orbites dans €' (H),

— I’ensemble des classes d’équivalence de représentations complexes lisses irré-

ductibles «-stables de G.

De plus, si w € €,(G) et si p est une représentation complexe lisse réguliere de H
telle que m =~ indg p, alors il existe une constante complexe ¢ = ¢ (p) # 0 (dé-
pendant du choix de I’opérateur d’entrelacement A% ) telle que pour toute fonction
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f € C(G), on ala formule

(7.1) (f,O%)=c Y Kodet'(@){flu, Ope);

geH\G

ici, les caracteres O ys sont définis par @, =trace(t dh) (t ce(H)) avecdh=dg|y.
Notons que la constante ¢, (p) ne dépend pas vraiment de p mais seulement de la
classe d’équivalence de p, et que pour g € G, on a c; (p8) =k (g)cy(p).

On en obtient :

Proposition 7.2. Soit w € €,(G). La distribution ©, est localement intégrable sur
G, localement constante sur G;. De plus, on a Supp(QO%) C H,.

Démonstration. Soit p une représentation complexe lisse réguliere de H telle que
T indg p. D’apres (7.1) et le théoreme 3.10, il existe une constante complexe
¢ = cz(p) # 0 telle que pour toute fonction f € C°(G), on a

f(h)( > Kodet’(g)(apg(h)) dh

g€H\G

(. @f,>=c/

H

(intégrale absolument convergente). On a donc Supp(®%) C H ; et puisque les
fonctions © ¢|g, (g € H\G) sont localement constantes, la fonction ®%|g, est
localement constante. ]

Posons r =r(k), "’ =n/r(k) et ¢ = @y, : Iy — I1,.
Corollaire 7.3. Il existe un entier m > 0 et des constantes cg(m) (B € I1,) tels que
O (l+u)= > cp(m) (@)Y 1)
/361_[”/
pour presque tout u € A™ N A (resp. pour tout u € A" N A").

Démonstration. D’ apres la démonstration de 7.2, il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour presque tout & € H (resp. pour tout & € H;), on a

Ot =c Y Kkodel()®u(h).
geH\G

Et d’apres 3.8, il existe un entier m > 0 tel que K™' C H et des constantes cy 5 (0)
((a, x) € Iy ), tels que

O,(14+u)= Z a5 (P)Oy 5 (1)

(. X)elly

pour tout u € A" N A’. Soient gj,...,8s € G tels que G = [[}_, Hg; (union
disjointe), et soit un entier m > m tel que A" C (j_, &A™ g ! Ainsi, pour
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i=1,...,s,ona

Opi (1 +u)=0,(1+g ug) = > car(p)Oy (g ugi)

(a,.X)ell g,

pour tout u € A" N A’. D’ou I’on déduit que

OLd+uy= Y cca,m)(ZK o det/(g,o@;,,;(gilugf))
i=1

(avi)enH,n

pour tout u € A" N A’. Pour (a, k') € IT),, on a @Z/ € J(A); par conséquent
(OX)Y € J(A) et

(©5)" (g7 ug) =" 0detl ()(OF) ()  (g€G, ueA).
Posons ¢y o = (F* : ApAy) ! (o € TI,). D’apres (6.5), pour (o, x) € I1y , et
i=1,...,s,ona

Oy ¢(g7 ' ug) =cra »_k'(H)7'k odel (g)(O) W)  (weA)

K/

ol «’ parcourt les éléments de € (A yA,\ F*). On en déduit que pour (&, x) € [Ty,
etuc A',ona

0 si k|, # 1,

Kk odet’( i)®¢\>c/)2( 1y i):{
; $7 sl HE SCH,ok (X)(©%)Y (1) sinon.

Mais pour o € IT,, on a x|p, = 1 si et seulement si r(k) divise s(x); i.e., si
et seulement si o € @(I1,). Par ailleurs, pour B € I1,/, on a Ay C Ay, d’ou
scH, () = 1. En définitive, on obtient que

O (1 +u) = Z( 3 ccqa(ﬂ),;(p)/«@)(@;(ﬁ))wu)

BeTL, N XeAy\F*

pour tout u € A" N A’. D’ot le corollaire. O

Appendice : a propos des distributions (©%)"

Soit (o, k) €IT,. Sie=(1, ..., 1), alors k =1 et ()" est une mesure de Haar
sur A. On suppose donc que @ # (1, ..., 1). Posons H = H, ;onadonc A, C Agy.
Comme dans la section 1, la Py-orbite O se décompose en O = [ [; OF, ; ol X
parcourt les éléments de A g\ F*. Pour u € uy, on note ¢(u) € Ag\F> 1’élément
défini par
1 siuecu, N0y,

wm={

_ . .
X Siu e@a’i.



INTEGRABILITE LOCALE DES CARACTERES DE SL, (D) 127

Pour f € C°(A), notons f € C(A) la fonction g +— fKH f(k~'gk)dk on dk
désigne la mesure de Haar normalisée sur K g. D apres (6.4) et 1.5, il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour toute fonction f € C°(A), on a

(f.O)=c Y K(X)f/ ~ fGk'uk)dk du
Ky x03 ¢

XEAR\FX
=c/ Kk opu) f(u)du.
Uy
Par construction, on a
(A.1) kop(p lup) =kodet (P)kop(u)  (uE€ugy, p € Py).
Posons n’ = n/r(k), et soit B = (pn?;(a) € I1,,. La partition duale de «,
a= Q) =--->ay) €ll,,
est donnée par
d=Bi=-=pizp=-=p=2hr=-=h

ol chaque B; apparait r () fois. On a & =dimp (V) —dimp(Vi~) (i=1,...,74);
en particulier, ona &, 41 =--- =&, =0. Pouri =1, ..., ry, notons W(f( I’unique
sous-D-espace vectoriel de Vi de la forme W = @/ (,.;) W/ pour un sous-
ensemble fini 7 («, i) C {1, ..., n}, tel que V. = V.= @ Wi (pour la définition des
W/, voir le paragraphe “Descente parabolique”, page 83) ; on a donc dimp ( W(f[) =
Bi- Pouri, je{l,...,ry}, Af);j = EndD(W(){, Wé) s’identifie canoniquement a un
sous- F-espace vectoriel de A. On a les décompositions

ra
me =P AL, w=EPA). i.=EPA.
i=1 i<j i>j

Ecrivons n, = @i<j nf/ avec nfx’ € uf);j. Siie{l,...,ry — 1} est un indice
tel que & = @;41, on a (voir [Lemaire 2004, 1.4/5]) n’;'*! € Isomp (Wit Wiy,
et pour x € AL*! on note det'(x) le déterminant réduit de x défini via n’;/*1 :
det'(x) = det'(x o (n5;/*1)~1). Comme dans [Hales 1993, 3.6], on définit comme
suit une fonction b, : 0%, (=0p, (ny)) — C: pour u =P
on pose

. . . i,J
i<j u; j €0y avecu; j € Ag”,

re—1

be(wy= [« (det’ ;i 41))
i=1
avec (convention d’écriture) x ' (det'(u; ;41)) = 1 si & # &;;1; notons que si
&; # @11, alors r(x) divise i et k~/ = 1. Comme dans [Hales 1993, 3.6], on
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montre que
(A2) be(p~'up) =k odet (p)be(u) (U €Uy, p € Py).

Puisque O}, = Op,(ny) est dense dans uy, d’aprés (A.1) et (A.2), il existe une
constante complexe ¢’ # 0 telle que « o @(u) = ¢’b, (1) pour presque tout u € uy.
Comme k o p(ny) =1 =b,(ny), onac =1.D’ou la formule

(A3) (.05 =c / beG)faydu  (f € CX(A)).

Uy

D’apres la proposition 2.7, on a donc

(A4) @)V =c / be@UA" @y du (v e A).

Ug
Notons que dans le cas trés particulier o D = F avec car(F') =0, et n est un nombre
premier distinct de la caractéristique résiduelle de F', Assem [1994] a calculé ex-
plicitement cette fonction (©%)"|4 (puisque n est premier, on a nécessairement

o =(n)).

La distribution (©%)" est localement intégrable sur A (proposition 2.1). On a
donc

(f. (©)") =/A/f(g)(@g)v(g) dAg=/A/ F@©9 (@) dag  (f € CZ(A)

(intégrales absolument convergentes). Puisque pour tout sous-groupe ouvert com-
pact 3 C H, la restriction \Il?f'y|ua est a support compact (corollaire 2.6), on en
déduit que

(A5) (f.(®)")=c fA f) ( / bk<u>@if,},<u)du)du (f € CZ(A))
! Ug

pour tout sous-groupe ouvert ¥ C Kg.
Remarque A.6. Posons v, = @:":_11 AbiFletul = @f‘g]_l Ay’ (=[ug, ug]); on
adonc u, =19, EBué. Soient dv et du' les mesures de Haar respectivement sur by et
u! normalisées par 21. De méme, posons b, = @< ALH et ul = @f‘;;lﬂ Ag’
et soient dv et dit' les mesures de Haar respectivement sur 0, et it} normalisées
par 2. Enfin, posons u} = vol(ul N A4 dul).

Soit f € CX°(A), et choisissons un v € dlZ tel que f € C.(A/"). Puisque Ky

normalise 2, on a f € C.(A/2A"). Ecrivons

f~: Z f:(yl) lyi-i-le'
i=1
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D’apres (A.3), on a

(f. (B Z f bie (U)W (uy;) (/Q[ ‘I’A(Mg)dAg> du

=CV01(Ql”,dAg)Zf(yi) ) UbK(u)\I!A(uyi)du

i=1 g NRAN/D™

= Cf f® (/ bK(u)\I'A(ug)du> dag.
A U NAL/D=

Pour 1 € %Z, notons @4 : A/(py +A") = Cet WF : A/} +py +2AY) — C les
fonctions définies par

d)i‘(g):/ be(u)Wa(ug) du, ‘Ifﬁ(g)=/ be(V)W4(vg)dv.
uamgl(l/d)—ﬂ naﬂQl“/d)‘”

Pour 1 € 52 et (', v) e ﬁé X by, on a (calcul facile)
@Y (it + ) = vol(u' NAYVD™H du') 15 o (") W (D)

avec vol(ul N AVD=1 quly = pl vol(ul N A*, du')~" et vol(ul N A*, du') =
vol(y,NA*, du'). Puisque (f, Oy ) =c f(u+p)®) () di dp, on en déduit
que

Uy X P

(A.7) (f, @)Yy =pnle / f@+p)W (D) didp.
Oy X Py

L’égalité (A.7) est vraie pour tout couple (f,v) € C°(A) x 52 tel que f €
C.(A/2"). En particulier, on a Supp((®)") C K (v, ® py). Pouri=1,...,r,—1
tel que & = &;41, 'application ALIF! x ALYLL 5 C (v, D) > W4 (VD) met les
groupes ATl et ATl en dualité. On peut donc a partir de (A.7) obtenir une
formule intégrale analogue a celle de Howe [1974, prop. 5]; i.e., remplacer la
fonction ,ualIJ" dans (A.7) par une fonction localement intégrable sur b, disons
b, indépendante de v. Pour k = 1, la formule obtenue est tres simple (b; est la
mesure de Dirac en 0) et permet d’une part de montrer 1’intégrabilité locale de la
distribution ®) = (®1), d’autre part de calculer explicitement la fonction ®) |4/
[Lemaire 2004, 1.8, 1.9]. Pour k¥ # 1, la situation est plus compliquée ; en parti-
culier, il semble difficile d’obtenir & partir d’une telle formule les renseignements
escomptés sur la distribution (®%)" (resp. sur la fonction (®%)"[4/).

Remerciement

Je remercie Philippe Gille pour son aide dans la démonstration du lemme 5.3.



130 BERTRAND LEMAIRE

Références

[Assem 1994] M. Assem, “The Fourier transform and some character formulae for p-adic SL;, [ a
prime”, Amer. J. Math. 116 :6 (1994), 1433-1467. MR 96i :22037 Zbl 0837.20051

[Clozel 1987] L. Clozel, “Characters of nonconnected, reductive p-adic groups”, Canad. J. Math.
39 :1(1987), 149-167. MR 88i :22039 Zbl 0629.22008

[Hales 1993] T. C. Hales, “Unipotent representations and unipotent classes in SL(n)”, Amer. J. Math.
115 :6 (1993), 1347-1383. MR 95a :22024 Zbl 0810.22008

[Harish-Chandra 1964] Harish-Chandra, “Invariant distributions on Lie algebras”, Amer. J. Math. 86
(1964), 271-309. MR 28 #5144 Zbl 0131.33302

[Harish-Chandra 1970] Harish-Chandra, Harmonic analysis on reductive p-adic groups, Lecture
Notes in Math 162, Springer, Berlin, 1970. MR 54 #2889 Zbl 0202.41101

[Harish-Chandra 1978] Harish-Chandra, “Admissible invariant distributions on reductive p-adic
groups”, pp. 281-347 dans Lie theories and their applications (Kingston, Ont., 1977), édité par W.
Rossmann, Queen’s Papers in Pure Appl. Math. 48, Queen’s Univ., Kingston, Ont., 1978. MR 58
#28313 Zbl 0433.22012

[Harish-Chandra 1980] Harish-Chandra, “A submersion principle and its applications”, pp. 95-102
dans Geometry and analysis : Papers dedicated to the memory of V. K. Patodi, Indian Acad. Sci.,
Bangalore, 1980. MR 82¢ :22032 Zbl 0485.22023

[Henniart 1984] G. Henniart, La conjecture de Langlands locale pour GL(3), Mém. Soc. Math.
France (N.S.) 11-12, Soc. math. de France, Paris, 1984. MR 86g :11070 Zbl 0564.12020

[Henniart 2001] G. Henniart, “Représentations des groupes réductifs p-adiques et de leurs sous-
groupes distingués cocompacts”, J. Algebra 236 :1 (2001), 236-245. MR 2001m :22036 Zbl 0980.
22019

[Henniart et Herb 1995] G. Henniart et R. Herb, “Automorphic induction for GL(n) (over local
non-Archimedean fields)”, Duke Math. J. 78 :1 (1995), 131-192. MR 96i :22038 Zbl 0849.11092

[Henniart et Lemaire 2004a] G. Henniart et B. Lemaire, “Existence de pseudo-coefficients pour les
caracteres tordus des séries «-discretes de GL(n, F)”, prépublication, 2004.

[Henniart et Lemaire 2004b] G. Henniart et B. Lemaire, “Intégrales orbitales tordues sur GL(n, F)
et corps locaux proches ; applications”, prépublication 2004-08, Université Paris-Sud 11 (Orsay),
2004, http ://www.math.u-psud.fr/~biblio/ppo/2004/ppo2004-08.html. A paraitre dans Canad. J.
Math.

[Howe 1974] R. Howe, “The Fourier transform and germs of characters (case of Gl, over a p-adic
field)”, Math. Ann. 208 (1974), 305-322. MR 49 #7391 Zbl 0266.43007

[Huntsinger 1997] R. C. Huntsinger, Some aspects of invariant harmonic analysis on the Lie algebra
of a reductive p-adic group, Ph.D. thesis, University of Chicago, 1997.

[Kazhdan 1984] D. Kazhdan, “On lifting”, pp. 209-249 dans Lie group representations (College
Park, MD, 1982/1983), vol. II, édité par R. Herb et al., Lecture Notes in Math. 1041, Springer,
Berlin, 1984. MR 86h :22029 Zbl 0538.20014

[Laumon 1996] G. Laumon, Cohomology of Drinfeld modular varieties, I : Geometry, counting of
points and local harmonic analysis, Cambridge Studies in Advanced Mathematics 41, Cambridge
University Press, Cambridge, 1996. MR 98c :11045a Zbl 0837.14018

[Lemaire 1997] B. Lemaire, Intégrales orbitales sur GL(N, F) out F est un corps local non ar-
chimédien, Mém. Soc. Math. Fr. (N.S.) 70, Soc. math. de France, Paris, 1997. MR 99j :22016
7Zbl 0914.22020



INTEGRABILITE LOCALE DES CARACTERES DE SL, (D) 131

[Lemaire 2004] B. Lemaire, “Intégrabilité locale des caracteres tordus de GL,, (D)”, J. Reine Angew.
Math. 566 (2004), 1-39. MR 2005h :22028 Zbl 1035.22012

[Rudin 1962] W. Rudin, Fourier analysis on groups, Tracts in Pure and Applied Mathematics 12,
Wiley—Interscience, New York, 1962. MR 27 #2808 Zbl 0107.09603

Received November 18, 2003. Revised November 2, 2004.

BERTRAND LEMAIRE
CNRS (UMR 8628)
UNIVERSITE DE PARIS-SUD
MATHEMATIQUES, BAT. 425
91405 ORSAY CEDEX
FRANCE

Bertrand.Lemaire @math.u-psud.fr






