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COHOMOLOGIE DE CHEVALLEY DES GRAPHES
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The space of smooth functions and vector fields on R? is a Lie subalgebra of
the (graded) Lie algebra Tpoly([Rd ), equipped with the Scouten bracket. Here
we compute the cohomology of this subalgebra for the adjoint representa-
tion in Tpoly(IR{"), restricting ourselves to the case of cochains defined with
purely aerial Kontsevich graphs, as in Arnal, Gammella and Masmoudi,
Pacific Journal of Mathematics 218 (2005), 201-239.

We find results very similar to the classical result of Gelfand—Fuks and
those of De Wilde-Lecomte.

L’espace des champs de vecteurs augmenté des fonctions C* sur R est une
sous algebre de Lie de 1’algebre de Lie (graduée) de 1’espace Tpoly(le) des champs
de tenseurs sur RY muni du crochet de Schouten.

On calcule ici la cohomologie des représentations adjointes de cette sous algebre
de Lie, en se restreignant a des cochaines définies par des graphes de Kontsevich
aériens comme dans [Arnal et al. 2005]. On retrouve les résultats bien connus de
Gelfand et Fuks [1970] et De Wilde et Lecomte [1983].

1. Introduction

Notons Tpoly(Rd ) I'espace des tenseurs contravariants complétement antisymé-
triques sur R?. Cet espace, muni du crochet de Schouten et de la graduation

deg(a) =k —1 siw estun k-tenseur,

est une algebre de Lie graduée.
Cette algebre de Lie contient une sous-algebre de Lie intéressante : Vect(RY),
espace des tenseurs de degré négatif ou nul, c’est a dire I’algebre de Lie des champs
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de vecteurs & augmentée de I’espace des fonctions f de C° muni du crochet usuel
des champs de vecteurs étendu aux fonctions par :

[$7f]:_[f’$]:€f et [fl’f2]:0-

La cohomologie de Chevalley des champs de vecteurs a été calculée par plu-
sieurs auteurs. En particulier dans [De Wilde et Lecomte 1983], la cohomologie
a valeurs dans les g-formes sur une variété M est déterminée explicitement. Elle
dépend de la cohomologie de De Rham sur M et elle contient une partie “univer-
selle” :

Dans le cas de R?, cette cohomologie n’est pas triviale, elle est isomorphe a
Niny (gl(d, R)) I’espace des formes multilinéaires alternées sur gl(d, R) invariantes
par la représentation adjointe. Une base de cet espace est donnée par ¢ VA - .- A Ua)
ol ji estimpair, j; <--- < j, <2d et £/ est I’antisymétisé de Iapplication trace :
(DAL ... A =a(tr(Ay ... A))).

L’isomorphisme est donné par les 6 (&, .. ., §)) = ;WD Jac(g)), ..., Jac(§;))
ou les (&;); sont des champs de vecteurs sur R et J ac(&;) est la matrice jacobienne
de S,' .

D’autre part, pour construire une formalité sur R?, M. Kontsevich a défini des
cochaines Y ar ¢Br.¢ de Tpoly([Rid ) a valeurs dans les opérateurs multidifférentiels
Dpoly([R{d) a I’aide des graphes I' orientés par un ordre O sur ses arétes (voir le
paragraphe 3 pour une définition explicite). Le probleme de la construction d’une
formalité sur R fait apparaitre diverses cohomologies : celle de Hochschild a été
calculée dans [Arnal et Masmoudi 2002], la cohomologie de Chevalley—Harrison
est nulle d’apres [Gammella et Halbout 2003] et celle de Chevalley reste inconnue.

On étudie alors ’espace des cochaines Y ar ¢Br,¢ définies par des combinai-
sons linéaires symétriques de graphes ayant une propriété de symétrie naturelle.
Dans [Arnal et al. 2005], il est montré que ces cochaines ne dépendent que de
la partie “aérienne” A d’un graphe I'. La cohomologie de Chevalley se réduit a
celle du module Tp%ly([R{d ) = C®(R?) pour chaque d € N*. L’opérateur de coho-
mologie peut alors étre défini sur 1’espace des graphes, il correspond a une suite
d’““éclatement” des sommets.

Dans cet article, on se restreint au cas de Vect(R9). Le probleme est alors proche
de celui étudié par De Wilde et Lecomte restreint aux O-formes.

Cependant, comme on veut travailler uniquement sur des cochalnes construites
par des graphes vectoriels ou au plus une aréte part d’'un sommet de chacun de
ces graphes, il nous faut reprendre et adapter completement leur preuve. La défini-
tion du symbole d’une cochaine doit tenir compte des O-tenseurs de Vect(R?). La
contraction (ou homotopie) peut étre définie directement sur les graphes vectoriels.
On en déduit que la cohomologie de Chevalley de ce complexe est donnée par
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les combinaisons linéaires a coefficients constants des “roues impaires” R;. Ces
graphes R; sont tels que Bg, =6/,

On retrouve donc le méme résultat que celui de [De Wilde et Lecomte 1983], ce
qui prouve le caractere universel de ces cochaines.

2. Notations et définitions

On considere 1’espace Tpoly([RRd) des tenseurs contravariants complétement anti-
symétriques sur R?. Si ¥ désigne I’espace des champs de vecteurs £ sur R?, on
construit Tens(R?) comme I’algebre associative libre sur C (R4 engendrée par
les champs constants 9y, ..., dq. Alors Tpoly(Rd ) est le quotient de Tens(RY) par
I’idéal engendré par {£ @n—nQRE&: £ € X, n € %}. Cet espace est muni d’un produit
associatif A, tout élément de Tpoly([Rd ) est une somme de produits de la forme
&1 A --- A& et de fonctions f. On peut aussi écrire tout tenseur o de Tpoly(Rd) de
facon unique sous la forme

K
_ itk o, .
o= E E .oz(k) Oi Ave - A0
k

k=01iy,..., i
(On prend la convention que les coordonnées az,‘(‘)“”‘ sont des fonctions C* et sont
complétement antisymétriques en iy, . .., ix.) On a donc aussi

K

a=>" > klagy ", A A

k=0 iy<---<iy

On place sur R? la connexion plate triviale V, c’est a dire la connexion pour la
structure riemannienne usuelle de R¢. On a donc

Vef =&, V$U=Vs(ZU[3i)=Z(§77i)3i (f €C¥RY), &, ne%).

Il y a un prolongement unique de Ve en une dérivation de Tpoly(IRd). On impose
Ve(@ A B) = (Vea) N B +a n(Vep),

on obtient une solution et une seule définie par

14

VemA---Ane) =Y (=DI ' (Ven) Ami AL @y Ane
j=1

ou par
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Maintenant, on considere Tpoly(Rd ) comme une algebre graduée par |o| =k si «
est un k-tenseur et on utilise systématiquement la regle de Koszul. Si § € &, Vg est
une dérivation de degré 0, le produit A est aussi de degré 0, les formules ci-dessus
sont donc cohérentes avec cette regle. Cependant 1’application

ViéE— Vg

est maintenant homogene de degré —1 de & vers I’espace Der(Tpoly([Rd )) des déri-
vations de Tpoly([Rd ). On veut la prolonger comme une dérivation.
On cherche donc V : Tpoly(Rd ) — Der(Tpoly([R{d)) qui la prolonge et telle que

Vars(y) = (=D A (Vgy) + (=DPI7(Ty) A B.
Lemme 2.1 (Le prolongement). Un tel prolongement existe et il est unique, il est

définipar Vi =0si f € C®(R?) et soit

Venng (M A= Ang)

k¢
:ZZ(—1)i+j€:1/\...gi.../\;;:k/\(vsinj)/\nl/\...ﬁj.../\ne
i=1 j=1

soit

k
VaB =D (=171 YT el @ BRI Ay A Ny A A D
r=1 i1y

Remarquons que I’on retrouve 1’opération notée e dans [Arnal et al. 2002] :
Ve =aep.

Démonstration. Soit & un champ de vecteurs et f € C*(R¢). On doit avoir V¢ =
V e ou, pour tout k-tenseur o,

FVea = Ve (@) = f(Vea) + (= D¥(Vya) AE.

Vra estun k — 1-tenseur. S’il n’est pas nul, on peut choisir & tel que (Vra) A& #0,
ce qui est absurde.

On montre ensuite par récurrence sur k que Vg a..ng (71 A - -+ A 1¢) ne peut
&tre que ce qui est annoncé. Enfin que I’application V ainsi définie a bien les
propriétés demandées. La formule donnant V, 8 est une conséquence immédiate
de la premiere formule. g

Maintenant on a par construction

Ven—Vpg =[5, 1] (G, ned.

Traditionnellement, pour étendre le crochet des champs de vecteurs en le crochet
de Schouten, défini sur Tpoly(Rd ), on choisit la graduation deg(a) =k — 1 si @ est
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un k-tenseur, le crochet des champs de vecteurs est antisymétrique, de degré 0, et
il se prolonge d’une facon unique en un crochet antisymétrique toujours de degré
0 sur Tpoly(Rd) qui est une dérivation “a droite”, c’est a dire en un crochet tel que

[o, BAY]=1[a, BIAY + (—1)deeB)=Ddee@g A (o ]
(8, a] = —(—1)dee@ deeB[y g1

(en effet, deg(A) = —1 maintenant). Ce prolongement unique est donné par [ f, g] =
0 si f et g sont des fonctions, par [§, f] = —[f,&] = &f si & est un champ de
vecteurs et f une fonction et par

[51/\"'/\&,771/\“'/\7%]

=ZZ( DY e A ABATEL AT A,
i=1 j=1

11 vérifie la relation
[ A B yI=a ALB. y]+ (- D) EEPTDED ] A B,
Avec nos notations, on peut aussi définir le crochet de Schouten par :
[, Bl = (—l)deg(“)vaﬂ _ (_1)(deg(a)+l)deg(ﬂ)vﬂa‘

Cependant, nous gardons ici la graduation |«| = k si « est un k-tenseur. Le cro-
chet des champs de vecteurs devient un produit commutatif. On le prolonge comme
dans [Kontsevich 2003] en une opération Q symétrique de degré —1 vérifiant

Q. fAy) = Qe By Ay + (=DPIITVEA Q(ar, y)
Q(B.a) = (=), p).
Lemme 2.2 (L’opérateur Q). Il y a un prolongement et un seul Q du crochet des
champs de vecteurs vérifiant ces relations. Ce prolongement est donné par
Q(@, B) = Vo + (—=1)*IP!Vga,
1l vérifie
QB y)=(=D"an 0B v)+ (D0, y) A B,

Q. p)= ) (Z( 1) Lotk (@, BT I8 A By A A A AT,
1.0k r=1
Jie-Je ‘

_i_Z(_l)k-ngjlmjz (3jsai1..~ik)3l.] A A A A - 5;( . '/\3]'()
s=1

et [a, Bl = (=1)* @ Q(a, B).
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Démonstration. Supposons que Q soit une telle extension. Q étant de degré —1,
ona Q(f, g) =0si f et g sont des fonctions. Maintenant

QG, fm) =0, fHim+ o6&, n=I§&, fnl=EHn+ fI& 0l
donc Q(&, f) = O(f. &) =&f = Ve f + V&, Lapplication 8 — Q(&, B) étant

une dérivation, on montre par récurrence sur £ que

12
QE. mA--An) =Y (=D E I Am AT A
j=l1

Par récurrence sur k, on montre ensuite que

QG INA-N&, M A ANy)

= D EDTEA G AGALGL I IAMA T AT
i=l1,..k

Ceci nous dit que si Q existe, elle est unique et que c’est

O, B) = Ve + (= 1)IFlyq.

Maintenant les propriétés de V montrent que cette formule définit bien une bidéri-
vation symétrique de degré —1, extension du crochet des champs de vecteurs. Les
dernieres formules du lemme sont immédiates. g

Reprenons maintenant le choix de signes donné dans [Arnal et al. 2002]. Soit
o une permutation de {1, ..., n}. On note €(o) sa signature. Si vy, ..., v, sont n
vecteurs homogenes d’un espace vectoriel V' gradu€ par deg, on note £geg(v) (o) la
signature de la permutation que o induit sur les v de degrés impairs. Par construc-
tion ces signatures sont des homomorphismes de groupe. Si C est une application

N

n-linéaire sur V", a valeurs dans un espace vectoriel, on dira que C est symétrique

(resp. antisymétrique) si pour toute permutation o € S, et tout vy, ..., v, homo-
genes,
C(Vs(1)s -+ +» Vo(n)) = Edeg(v)(0)C (1, ..., V)
(respectivement C (s (1), - - - » Vo (n) = €(0)€deg() (0)C(V1, - .., Vy)).

Ceci est équivalent a
CUL, .., Vig1, Vi - Up) = (= DIEOARCDC )
(resp. C(V1y vy Vils Uiy o ..y Uy) = —(=1)dee@D A2 Oy 0 vn))

pour tout i.
Changeons de graduation sur V et posons |v| = deg(v) + 1. Posons

M(0) = €deg(v) (0) €| (0)€(T).
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Si nous nous donnons une application t de V" dans {£1} telle que pour tout o et
tout vy, ..., vy,

(2-1) T(Vo(1)s -+ Vo) = Nu(0)T(V1, ..., Vy),

alors on peut faire correspondre a toute application n-linéaire deg-antisymétrique
C’ une application n-linéaire | |-symétrique C en posant C = tC’ ou

Clp,...,v)=1ti,...,v,)C (v1, ..., V).

Un tel choix a été fait dans [Arnal et al. 2002] ot on a posé t(vy, ..., V,) = 1y(0)
ou o est la permutation rangeant les v; deg-pairs au début sans changer leur ordre
et les v; deg-impairs en fin sans changer leur ordre.

Du fait de la relation établie dans le lemme 2.2 entre [, ] et O, nous posons ici

T(ay,...,a,) = (_1)Zi=1(”—i)deg(oti)‘

En fait (2-1) est vrai pour o = (i, i + 1) donc pour tout o puisque chaque membre
de (2-1) définit une action de S,,. On a donc

O=rtl[, ]

Définition 2.3 (Cohomologie de Chevalley). Soit C’ une n-cochaine, c’est a dire
une application n-linéaire deg-antisymétrique de (Tpoly([Rid )" dans Tpoly([R{d ), ho-
mogene de degré deg(C’). Le cobord 3'C’ de C’ est par définition 1’application
(n+1)-linéaire deg-antisymétrique

0@'C) (a0, - .-, an)

n . /
=3 (= 1) edega(i, 0...7...n) (=) 4% [, C'(ag, ... Es ..., )]
i=0

—1 3 edepalis j, 0, dee Joe) (=D ([, o), €0, o Gy ey ).
i)

Une n-cochaine C’ telle que 3'C" = 0 est appelée un cocycle, une n-cochaine de la
forme C’ = 3" A’ est appelée un cobord.

Remarque 2.4. La restriction de 9’ a I’espace des n-cochaines C’ deg-antisymé-
triques définies seulement sur les champs de vecteurs et a valeurs dans les fonctions

C': (XRY)" — C®(RY),
s’écrit :
dC (&0, ..., &n)
= _;)(_1)1'58&0/(50,...i...,s,,)+2(—1)"+/c/([s,-,sj],go,...i...j...,gn).

i<j
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On retrouve I’opérateur de cohomologie de Chevalley de 1’algebre de Lie des
champs de vecteurs sur le module des O-formes défini par la dérivée de Lie &
utilisé en particulier dans [De Wilde et Lecomte 1983].

Soit C’ une n-cochaine. Posons C = tC’ et définissons dC par
0C =19'C'.

Lemme 2.5 (Cohomologie symétrisée). Une application n-linéaire | |-symétrique
C est une n-cochaine. Son cobord dC est donné par

OC) (g, ..., 0tp) =

> e, 0...7. .. .0) (= DIV O, Clap, ... a5 ..., o))
i=0
— 3> 0 j, 0, T ) C (O, ), oy By O, )
i#]

ou bien par

(0C) (o, - .., 0p)

-y (s|a|(z‘,0. ) (= DIy Clag, LG o)

i=0
(=) lefgg (0.1 DV ) )

— > (i, j,0,...0...]..n)C(Vy,aj, g, ... Q... 0 ..., 0).
i#]

3. Formalités et cohomologies

Cette section consiste en des rappels sur la notion de formalité et sur I’intérét de
la cohomologie de Chevalley sur certains espaces de cochaines dans leur construc-
tion.

Considerons 1’espace Dpoly(Rd) des opérateurs multidifférentiels sur R4 gradué
par deg(D) = m — 1 si D est un opérateur m-différentiel. Sur Dpoly([RRd ), on a une
multiplication naturelle x :

(Dl X D2)(f1? ] fm1+m2) = Dl(flv L) fml)D2(fm1+h D) fml—i-mz)

et une composition o qui associe a un opérateur différentiel D; et un opérateur
my-différentiel D, I’opérateur m,-différentiel :

(D1oDy)(f1, .- fmy) = Di(Da(f1, .- finn))-

On prolonge a Dpoly([R{d) I’opérateur o en lui imposant les mémes propriétés
que V. Pour un opérateur D; m-différentiel et un opérateur D, m-différentiel o
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s’écrit :
(Dl o DZ)(f17 ey fm1+m271)

m .

= (—)mFm 3 () UTDR=D D (f1, L fo DA fiema1),
=1

/ fj+m2,---,fm1+m2—l)-

13

Le crochet associé a o, appelé “crochet de Gerstenhaber”, se calcule comme
pour le crochet de Schouten en fonction de V. Il s’agit de :

[Dy, Dy]g = (_l)deg(Dl)Dl oDy — (_])(deg(D1)+l)ng(Dz)D2 o Dy.

Ce crochet fait de Dpoly(lR{d ) une algebre de Lie graduée. Cette algebre de Lie a
une différentielle donnée par I’opérateur de cobord dy de Hochschild. Plus préci-
sément, on a :

dHD(fl’---7fm+l)

= fiD(fos oo fus )+ 2 (DI Dfrs ooy fifitts oo os fnt1)

Jj=1 +(_1)m+1D(f1, ...,fm)fm-i-l

=—[D, ulg(f1, -\ fm+1)

si w( f1, f2) = f1f2 est la multiplication usuelle des fonctions.

Cependant, comme dans le paragraphe 2, nous prenons ici la graduation |D| =
m si D est un opérateur m-différentiel. On retrouve 1’opérateur symétrique Q' =
7[, ] de [Kontsevich 2003] et [Arnal et al. 2002] sur Dpoly([R{d ):

Q\(D)=—dyD et Q4(Di, Dy)=DjoDy+ (=)D, 6 py.

Une formalité sur R est une application non linéaire formelle % entre deux va-
riétés formelles, dont la premiere est 1’espace Tpoly([RRd) gradué par deg(a) =k —2
si o est un k-tenseur. Cet espace est muni du champ de vecteurs Q défini dans
le paragraphe 2, de degré 1 et qui vérifie I’équation maitresse [Q, Q] = 0 (voir
[Kontsevich 2003]). La seconde variété formelle est I’espace Dpoly([R{d ) des opéra-
teurs multidifférentiels sur R? gradué par deg(D) = m — 2 si D est un opérateur
m-différentiel et muni du champ de vecteurs :

Q'(D) = Q|(D) + 5 05(D, D).

Q’ est aussi de degré 1 et vérifie [Q’, Q'] = 0 (voir [Kontsevich 2003]). On dit
que F est une formalité si elle est de degré O et si les deux champs de vecteurs
0 et Q' sont F-reliés. Ceci se traduit par une suite d’équations sur les termes du
développement de Taylor formel & = ), _, %,, a savoir avec les notations de
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[Arnal et al. 2002] :

Q) (Fular, ..., a0) + 3 > e DO Fy (), Fryy(ay))
1uJ={1,...,n}
1L1[=1
=1 e ol eie f o T (e, o)), 0ty TG ).
Y

On impose aussi

FUD(fis - f) =l dfi Ao Adfd = Y @9, (fi) . 95, (f):

1<iy,...,in<d
Supposons que 1’on connaisse ¥y, ..., F,_1. L’équation de formalité a 1’ordre
n s’écrit :
dg (Fp(ag,...,on) = E (o, ..., 0,).
Le second membre E, (1, ..., o) est par construction un cocycle de Hochschild.

Mais la cohomologie de Hochschild différentielle de C ©(R?) est bien connue :
voir [Vey 1975; Berger 1982] par exemple. Si a est I’opérateur d’antisymétrisation

1
aDY(f1, - ) =— Y @)D(fotys -+ foum)s

m!
oeSy

alors D est un cocycle de Hochschild si et seulement si a(D) est un opérateur
multidifférentiel d’ordre 1, ..., 1, c’est a dire si et seulement s’il existe un unique
tenseur « dans Tpoly(Rd ) tel que :

a(D) = F(a).

Enfin, I’application D — « est un isomorphisme entre la cohomologie de Hoch-
schild et Tpoly(Rd ). C’est a dire pour tout cocycle D, a(D) est dans la méme classe
de cohomologie que D et D est un cobord si et seulement si a(D) = 0.

En antisymétrisant I’équation de formalité a 1’ordre n, on construit donc une
cochaine R, de Tpoly(le ) telle que :

%1 (Rn) = a(En)-

L’équation de formalité & I’ordre n a une solution si et seulement si R, = 0.
L’équation de formalité étant vérifiée a 'ordre n — 1, on a :

dgo%,_.1=E,_1 etdonc a(E,_;)=0.

Si A,,_; est une cochaine de Tpoly(IRd), I’opérateur F,_; + % o A, satisfait
I’équation a I’ordre n — 1. De plus, a I’ordre n nos relations deviennent :

dyo%,=E.. a(E)=%F(R), R =0A,_1+R,.

L’équation est maintenant R, = 0.
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Proposition 3.1 (Formalité et cohomologie de Chevalley [Kontsevich 2003; Arnal
et al. 2005]). L’obstruction au prolongement de la construction des F, est localisée
dans la cohomologie de Chevalley de Tpoly([Rd ).

Dans le paragraphe suivant, nous allons construire des applications de Tpoly([Rd )
dans Dy,ly (R?) universelles a 1’aide des graphes de Kontsevich. Cette construction
ne dépend pas de la dimension d.

On va donc ici étendre les constructions précédentes a R, la limite inductive
des R?. Plus précisément, R* est I’espace vectoriel de base (e, ...,eq,...),
I’espace R? est identifié au sous-espace engendré par (eq, ..., e;) de R®, et les
injections canoniques définissent un systeme inductif tel que

R® = lim R’
—_—
Notons (x1, . .., x4) les coordonnées de x dans R? sur la base (ey, . .., e4). L'es-
pace pOly([RRd) estl ensemble des tenseurs

a= > @R, X0 A A

1<iy,....ix<d

On identifie cet espace 2 un sous-espace de TX (R?*!) de fagon canonique. On

poly
obtient un nouveau systéme inductif et on pose

PO]Y ROO) - U poly(Rd et poly(R )— @ 01y ROO).

De méme, Dpo1y (R™) est la somme directe des espaces

d
poly R*=) = U Dpoly(R

union des opérateurs m-différentiels sur RY. Il est facile de voir que :

Proposition 3.2 (Les algebres Tjo1y (R™) et Dpoty (R*)). L’espace Tpoly([Rd) (resp.
Dpoly([R{d)) est un sous-espace vectoriel de Tyoy(R™) (resp. de Dpory(R*)). On a:
Thoty (R™) = lim Thoty (RY) e Dpoty(R*) = 1im Doty (R).

Les opérations A et [ , ] (resp. X et |, |g) définissent des systemes inductifs
d’applications et se prolongent de fagcon unique a Tyory(R™) (resp. @ Dpoly (R™)).

L’espace des fonctions sur R*™ est I’espace Tp Iy (R®), c’est a dire I’espace des
fonctions f de classe C*° ne dépendant que d’un nombre fini de variables : f(x) =

f(xl, ...,XD).
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Définition 3.3 (Cochaines inductives). Une cochaine inductive a valeurs dans 1’es-
pace Tpoly (R™) (resp. Dpory (R>)) est une suite d’applications Cy, n-linéaires, | |-
symétriques qui forme un ensemble inductif, c’est a dire telle qu’il existe D tel
que, pour toutd > D,

Ca((Tpory (RN))") C Tpoty (R?)  (resp. Dpoty(R)).

Un premier exemple de telle cochaine est donné par les cochaines différentielles.
Soit D un entier, a = (a', ..., a?) € NP un multi-indice. On définit I’opérateur

1 D
(0,)*=109] o---00p .
Une cochaine C est dite différentielle s’il existe un nombre fini de tenseurs

AGy o nsitsesity oo 1o g X1 <+ <5 XD)

dans Tpoly([R{D ) (resp. d’opérateurs multidifférentiels dans Dpoly([RRD )) tels que :

C@1 e ) = Y Aay i ity ooy @)y (@) e
finie
Une cochaine différentielle est inductive par construction. Les cochaines étu-
diées par [De Wilde et Lecomte 1983] sont des cochaines différentielles. Une autre
classe de cochaines inductives est donnée par les constructions de Kontsevich que
nous rappelons dans le paragaphe suivant.

4. Graphes aériens et cochaines

Dans cet article, on considere des graphes de Kontsevich, ¢’est a dire des graphes
I" ayant des sommets aériens numérotés 1, ..., n, que I’on peut voir comme des
points du demi espace de Poincaré {Im z > 0}, et des sommets terrestres numérotés
1,...,m, que I’on peut voir comme des points rangés sur I’axe réel. De chaque
sommet aérien i partent k; > 0 arétes du graphe. Ces arétes sont des fleches d’ex-
trémité soit un sommet aérien soit un sommet terrestre. (On s’autorise des “petites
boucles”, c’est a dire des arétes qui reviennent au sommet de départ.) Il n’y a pas
d’aréte partant d’un sommet terrestre, appelé pied du graphe, et il y a exactement
une aréte y arrivant ; cette aréte est une jambe du graphe. Il n’y a pas d’aréte mul-
tiple (mais on peut avoir les arétes ij et ji sii # j).

Fixons un ordre O sur les arétes (c’est a dire une numérotation des fleches de I")
qui soit compatible avec la numérotation des sommets aériens c’est a dire tel que
les k; premieres fleches partent du sommet 1, les k, suivantes du sommet 2, etc.
On définit alors une application Br g n-linéaire de Tpoly([R{d ) dans lui méme de la
facon suivante :
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Bro(ay, ..., a,) estnul sauf si oy est un kj-tenseur, o un kp-tenseut, . . ., o, un
k,-tenseur.

Dans ce dernier cas, on appelle Deb(i) I’ensemble ordonné des fleches issues de
i, elles portent les numéros a; + 1 := (Zj<l- kj)+ 1, a;+2,...,a;+k = ngi kj.
On appelle aussi Fin(i) et Fin(7) ’ensemble des fleches arrivant sur le sommet i,
respectivement 7, elles portent les numéros si, R s;'[_, respectivement st

On pose |k| = ki + - - - + k, et on considere tous les multi-indices (1, . .., fx))
variant entre 1 et d, la dimension de ’espace R?. Chaque  est donc une application
de I’ensemble des fleches dans {1,...,d}. On note ¢t (Deb(i)) la suite ordonnée
des indices (#(g;+1)s - - - » ta;+k))> Oon note aussi ¢ (Fin(7)) la suite (tsi, e, IS£,) et
t(Fin(@)) =t,.

On notera les composantes des tenseurs ¢; :

a;(Deb(i)) — O{;(a;Jrl)mf(a[Jrk[)'

De méme, on définit des opérateurs de dérivations :

ri
01 (Fin(i)) = % =0y et O(Fin@m) = O;-
ox*1...0x"i rm
Alors on définit Br o(c1, ..., ay,) par:
n
Bro(ag,...,a,) = Z l_[ 0 (Fin(i)) Olf(Deb(i)) 9 Fin(1y) N * A Ot (FinGm)) -

1< ,...,twfd i=1

Cet opérateur est défini pour tout d, il forme un systeme inductif d’applica-
tions, on obtient ainsi une application de (Tpo1y(R*))" dans Ty (R*), toujours
notée Br g. Siar g(xi, ..., xp) est une fonction sur R>, le systéme d’applications
ar,o(x)Br,o de (Tpoly([R?d )" dans Tpoly(Rd ) (d > D) est aussi inductif et définit une
application, toujours notée ar ¢(x) Br,o de (Tpory (R*))" dans Tpopy (R*).

Remarque 4.1. La définition de I’opérateur Br ¢ dépend du choix de I’ordre com-
patible O. Changer cet ordre revient a multiplier Br ¢ par le signe noté (0, 0') dans
[Arnal et al. 2005] de la permutation de 1’ensemble des arétes faisant passer de 0 a
0.
On étend la définition de I’opérateur Br ¢ aux ordres O’ non compatibles en
posant
Br,@/ = 8(@, @/)Br’@.

Si on se restreint aux graphes vectoriels, c’est a dire aux graphes tels que Deb(7)
a au plus un élément, il y a un seul ordre compatible. On numérotera alors les
fleches par le numéro i de leur origine.

Un graphe qui n’a aucun pied et aucune jambe est appelé graphe aérien. Si
A est un tel graphe aérien, on peut le “compléter” en Iui ajoutant des pieds et
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des jambes. On considérera donc tous les graphes I" tels que, lorsque 1’on retire
les pieds et les jambes de I', on retrouve A. Si (A, O) est un graphe orienté, on
considérera tous les graphes orientés (I", Or) tels que I’ordre induit par Op sur
I’ensemble des arétes qui ne sont pas des jambes soit exatement 0. On notera cette
propriété (I', Or) D (A, 0).

Plus précisément, on reprendra la définition de [Arnal et al. 2005]. Partant de
(A, 0) ou O est compatible et de m pieds numérotés 1,...,m,on peut construire
un graphe I" en ajoutant m jambes a A (une pour chaque pied). On peut définir un
ordre Oy sur les arétes de I" en rangeant les jambes apres les arétes aériennes, dans

I’ordre des pieds. Si k1, ..., k, sont les nombres d’arétes de I" issues des sommets
1,...,netfy,..., ¢, le nombre d’arétes de A issues des sommets 1,...,n,ilya
k! B ki!... k!

0.y

ordres compatibles possibles Or tels que (I', Or) D (A, 0).
On posera donc :

> !
Cao=), % > %S(GF, 00) Br.or-
m=0 (I,0r)>(A,0)
#{pieds de I'}=m

Cette série définit encore une application de (Tpoly(le )" dans Tpoly(le) (dans ce
cas la somme est finie, m < d) ou une application de (Tpo1y (R>))" dans Tp,01y (R>)
(dans ce cas la somme est infinie).

Les opérateurs Cx ¢ apparaissent dans la construction de Kontsevich d’une for-
malité =) %, explicite et universelle sur R?, puisqu’il est montré dans [Arnal
et al. 2005] que

aoF,(ay,...,0,) = Z wa 0Ca0(otr, ..., 0p)
A0
les nombres wa ¢ sont des constantes définies par Kontsevich et appelées poids du
graphe orienté A, 0.
Lorsque I’on se restreint aux graphes vectoriels, la série Ca ¢ est une somme
finie. Elle ne contient que des graphes I" ayant m pieds avec :

O<m<n-—|L.

De plus, il n’y a qu’un ordre compatible O sur les arétes de A, on notera donc
simplement C I’opérateur Cx o, -

Si o est une permutation de n éléments, o agit sur A en permutant ses sommets.
Dans [Arnal et al. 2005], il est montré que :

Coa)(@s(1)s -5 Uom) = Calay, ..., a).
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Pour construire des cochaines, on considére donc des combinaisons symétriques
de graphes vectoriels A.

Définition 4.2 (Cochaines et graphes vectoriels symétriques). Une combinaison li-
néaire sur C*®(R%) ou TP%IY(ROO) de graphes vectoriels aériens A ayant n sommets,

8=ZaA(x)A
A

est dite symétrique si elle vérifie, pour tout A et tout o,

Ao (A)(X) = €Deb| (0)an (X)

ou |Deb| = (|Deb(1)], ..., |Deb(n)|); on rappelle que |Deb(i)| est le nombre de
fleches issues de i.

Une n-cochaine C est dite associée a un graphe symétrique s’il existe une com-
binaison linéaire symétrique ¢ telle que

C=Cs= ZaA(x)CA.
A

Par exemple, la roue simple A de longueur 3 est un graphe aérien a 3 sommets
numérotés 1, 2, 3 et ayant pour arétes {12, 23, 31}. C’est un graphe vectoriel. La
symétrisation § = R3 de A est :

8= Z e(o)o(A) =3x{12,23,31} -3 x {13, 32, 21}.

U€S3

Cette symétrisation définit une application Cy qui envoie trois champs de vecteurs
o1, g, a3 sur la fonction

i i i3 i i3 i
C5 (Otl, an, ()(3) = 38,'30611 aila228i2a3 — 331‘2&11 aiIO{3 8,'30522.

Proposition 4.3 (C est injective). Soit V,, I’espace des combinaisons linéaires § =
Y an(x)A de graphes vectoriels aériens ayant n sommets. Alors I’application:

C: Vn —> gn (Tpoly(Roo)v Tpoly(Roo))
est injective.

Démonstration. Supposons que § est un élément non nul du noyau de C. Pour
chaque A, on note |A| le nombre de ses fleches, on écrit donc :

§ = Z Z ar(x)A.

£=0 |A|=¢L

Soit D tel que aa(x) = aa(xy, ..., xp) pour tout A.
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On ordonne les graphes suivant 1’ordre lexicographique, c’est a dire qu’une
fleche ij est plus petite qu’une fleche i’j’ si i < i/, et aussi que le graphe A =

{i1j1, ..., i¢je} estplus petit que A" = {i]j|, ..., ipj,} (A <A')si
|A]=|A|
Al = |A| et
Al < |A'| ou et ou {iiji =ij
inji <iji et

gy
<l

Soit Ag le plus petit graphe A tel que aa (x) #0. Notons ay, . . ., a; les sommets
s de Ag tels que Deba,(s) n’est pas vide et by, ..., b,_; les autres. On définit
t:{ay,...,a} > {D+1, D+ £}, en posant

t(ay) =D +k.

On définit les champs de vecteurs o, et les fonctions «;; par

Olak=< l_[ xt(r))aD-i-kv op; = 1_[ Xt(r)-

reFing, (a) reFina, (b))
Avec ce choix, on a Ca,(aq, ..., a,) = 1. Soit A tel que aa(x) # 0, et suppo-
sons Ca(ay, ..., a,) # 0. Par construction, |A| = £ et pour chaque i les fleches

de Fina (i) doivent nécessairement étre les fleches avec numéros dans I’ensemble
Fina, (i) ; c’est a dire que

Fina (i) = Fina, (i).

De méme la fleche qui part éventuellement de i correspond a la seule composante
non nulle de «;, alors pour tout i,

Deba (i) = Deba, (i).
Onadonc A = Aget Cs(y, ..., a,) =aa,(x) # 0, ce qui est absurde. O

Corollaire 4.4 (Les cocycles ont des coefficients constants). Soir § = ) aa(x)A
une combinaison linéaire symétrique de graphes vectoriels ayant n sommets. Si Cs
est un cocycle, alors les aa (x) sont toutes des constantes.

Démonstration. Elle repose sur la formule de Cartan. Soit i la dérivation par rap-
porta xi,ona:

.§£3kC3 = (0 oty +1tpy 00)Cs.
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En effet, si C est une cochaine,

0y, C)(y, ..., )

-y (gm(i, Looie ) (=D CNG =Dy @ ar, . G o)

i=1
+(=D%Cleg (1...7...n, i)VC(ak,al,...a;...,a,,)ai>

- 28|a|(i,j,l,...lA...]A...I’l)C(ak,VO,I.Olj,Oll,...a\,‘...(’)'{\j...,an).
i#£]
Remarquons que |15, C| =|C|+1 et que V,, # 0 seulement si |o;| = 1. En posant
oo = Jg, on obtient d’autre part :

1, AC)(a, ..., o)
=Vy (Clag, ..., o))

n
+3 (G 0.1 7)), Co i)
i=1

+(=1)%ey0,...7...n, i)VC(ak,al,...a,-...,an)Oli)
n
— Z 8\a|(0, j, 1, f .n)C(VakOlj,Oll, 5[} ...,Oln)
j=1

- Z 8|a|(i, j,O, 1,...f...f...n)C(VaiOlj,8k,a1,...a...ai...,an).
O<izj
En remarquant que €4)(i,0,1...7...n) = —g(i,1...7...n) lorsque V,, # 0
(ol ¢; est un champ de vecteurs) et que

o~

(i, .0, 1,...7...]...n)C(Vg0tj, O, 01, .. . O ... O ..., Q)

=—& (i, j, 1, ...0...]...n)C (0, Vg0, 1, oo O o O, )
puisque |V« | = |o;| + |ocj| — 1, on obtient :
(3(tg,C) + 15, (AO) ) (1, - . . , )

n
=V (Clar,...,ay)— > Clay, ..., Vyaj,...,a)
j=1
= (L5 C)en, - .., o).

Supposons que Cs soit un cocycle et appelons D 1’indice tel que aa(x) =
aa(xi, ..., xp) pour tout A. Prenons k < D et des tenseurs «; dont les coefficients
ozij "t sont nuls si I'un des j, < D et dans les autres cas ne sont fonctions que
des x;, j > D. On notera cette propriété o; € Tpoy(R™® \ RP). Dans la preuve
précédente, on a montré que si Cs s’annule sur (701 (R '\ RP))", alors § est nul.

Si B, ..., Bu—1 appartiennent a Tpory (R™\ RP), alors, pour tout A,

(g Ca)(B1,s ..., Buo1) =0
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puisque la fleche issue du premier sommet de A aboutit sur un tenseur ne dépendant
pas de xy, la dérivation correspondante s’annule.

Alors :
Lo, Cs(@r, ..., o) =Cy guama@r, ..., a,) =3(D aaty,Ca)(er, ..., a,) =0,
Donc ) dx(an)A = 0 et chaque fonction an est constante. Il

5. L’opérateur de cobord sur les graphes vectoriels

Dans ce paragraphe, nous définissons directement sur les combinaisons linéaires
8 symétriques de graphes aériens vectoriels un opérateur de cobord, toujours noté
d, correspondant a I’opérateur de cobord pour les cochaines symétriques Cs dé-
finies par 6. Dans [Arnal et al. 2005], il est montré qu’un tel opérateur défini sur
les graphes existe : 96 vérifie C3s = 0Cs. Dans le cas des graphes vectoriels, son
expression peut étre simplifiée.

Définition 5.1 (Eclatement propre d’un sommet). Soit A un graphe vectoriel aérien
de sommets numérotés 1, ..., n. Fixons i et j tels que 0 < i, j < n. On construit
une famille de graphes A’ji (resp. A} j) de la facon suivante :

On renumérote les sommets de A en0, ... ..., n (en gardant leur ordre initial).

Si le sommet i est un point isolé (Deb(i) = Fin(i) = 9)
On ajoute le sommet j et la fleche ji (resp. ij).

Si le sommet i n’est pas un point isolé

On ajoute un sommet j et une fleche ji (resp. ij),

Si une fleche ia partait de i dans A, on la garde dans A’ji (resp. on la remplace
par ja dans Aj;),

On répartit les fleches du graphe A arrivant sur le sommet i entre les sommets j

et i du nouveau graphe A’j ; (resp. A’ j) proprement, c’est a dire de telle facon que :
inf(|Deb(i)| + [Fin(i)|, |Deb(j)| + [Fin(j)[) > 1.

Remarquons que :

— Sii est un sommet isolé, il y a un seul graphe A’ji.

— Sii esttel que |Deb(i)| + |Fin(i)| = 1 alors il n’y a aucun graphe A’ji.

— Sii est un sommet tel que |Deb(i)| = |Fin(i)| = 1, il y a un seul A/jl..

z z . . _ . F / . . . _

En général si [Deb(i)| = 1, il y a 2Fn®F 1 graphes A’ 5 si [Deb(i)| = 0 et
[Fin(i)| > 1,il y a 2Pl —2 graphes A’

Le méme résultat est valable pour A] i

Pour représenter la famille des graphes qu’on vient de définir, on notera :

/ prop / prop
Aji —; A (resp. Aij —: " A).
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Proposition 5.2 (L’opérateur 9 sur les graphes). Soit § = ) , an A une combinai-
son linéaire symétrique homogene de graphes aériens vectoriels. Alors

0Cs = ZaACBA =Cys
A
avec
0A = — 28{|Deb(0)| ..... Deb)} (7, 0, ... ] ..., n) Z Ay
j#i N T

On peut écrire d A autrement:

3A=—Z<8|Deb|(j,0,---f---,”) > A

i<j A=A
+( (1=IDeb(j)]) &pep| (i, 0, ...7..., n) — [Deb(j)|&peb (/. 0, ... ]..., n))

X A;j).

/ _ prop
Al.j—>,. A

Démonstration. On sait que (0Cs)(a, . .., a,) = (I) + (AI) — (III), ot
n
M=) (,0...7..n)(=DSNIDY, Csap, ... @) ..., an),
=0

n
(D) =Y " (=D)®le(0...7...10, 1) Vs ..o i
i=0

() = " £0(j 0.0, ... 0 ... ] ...n) Cs(Va, i, 0, ... 8y & ..., ).
i)

Puisque la cohomologie de Cs est déterminée par sa composante dans les fonctions
([Arnal et al. 2005], Proposition 5.2), on ne regarde que les termes qui sont des
opérateurs O-différentiels (des fonctions) dans cette expression.
Les termes de la premiere somme n’apparaissent que si «; est un champ de
_ ¢
vecteurs oj =), ;0. Ona

(I):Zsm(j,o,...j...,n)ZafCa(ao,...&\j..-,aeai,~~,05n)
J# ¢

Dans le second terme, |Cs| est le nombre |5| de fleches des graphes de §. En re-
venant a la définition de Cj, ces termes apparaissent lorsque Cs(ag, ... Q; .. ., &)
est un champ de vecteurs. Pour chaque A de §, on choisit un sommet j tel que
Deb(aj) = 0. Alors :
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CA(Olo,...(/X\,'...,(Xn)

= Z €(Or, Op) Z Br,or) (o, .. ., Olf', C O, )0y

(I',0r)>(A,0) Jit
= Z 8|a|(0,...f...f...,l’l,j)ZB(r,@r)(Olo,...,Olf,...(/)l\i...,an)ag.
(T,0r)>(A,0) J:t

Donc on obtient puisqu’ici |o;| =0,

(D)= (=Pl (0. ...7...7....n. ) D Colag, ..., ... T ... on)dees
£

J#i

:Zsm(j,o,...f...,n)ZC(;(ao,...,af,...&}...,an)agai
J#i ¢

= e 0. f ) Y oo, ... af ). o)y
J#i ¢ Tf

Enfin la derniére somme s’écrit :

() =Y 610 (j. i 0, .0 ... ... n)Cs (Voy i 0, - i & ty)

i#]
=Y (.0, f ) > Coloto, ... abdpeti, . & ).
i#] [ —

(@)
Appliquons la régle de Leibniz pour les dérivations multiples dans le terme (III).
On obtient pour chaque A de § :

Cal@o, ... Bty ... @j ..., 0ty)
N——
(@)
Deb Deb(i
= ( 1_[ OFin(r) 7 (t))aFin(i) (Olfa@a,- ¢ (l))

t1¢{i,j}

Deb Deb(i
- ( 1_[ OFin() ot (:))( Z DA d\0)U(FinN A1 (’))-

t¢{i, j} ACFin(i)

La somme (I) correspond exactement au cas A = &, la somme (II) au cas A =
Fin(7). Il y a simplification. Posons, comme précédemment,

0CA =— Z8|Deb|(j, 0,...7...,m)9;;Cr = — Z8|Deb|(j, 0,...7....,m)Cy;a,
i j#i

ou |Deb| est défini page 271. On peut écrire :
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Si Deb(i) = Fin(i) = &

diA=ANy= > A

/ _, prop
Aji—>i A

Si Deb(i) = @ et |Fin(i)| > 1

Deb
aj,-CA=( I1 3Fin<r)aze(t)>< ) aA“fa{E}U{Fina)\A}ai): > Cay

r¢{i,j} ACAl;in(i) A;.I.HE“’PA
j%}
A#Fin(i)

Si Deb(i) # g et Fin(i) # &

Deb Deb(i
3;;Ca = Opingryary " dacsdpuEman ey
J
)

te¢{i,j ACFin(i)
A#£Q
= E CA’.. .
Ji
prop
A’ji—>i A

Si [Deb(i)| 4+ |[Fin()| =1

2iA=0= Y A,

prop
A/ji—>l. A
Finalement on a donc bien :

IA==> epen/(j.0....7....n) > A

j#i A=A

D’autre part, on peut regrouper les termes de (III) autrement :

() = " 0(j i, 0, ... 7. ] ... n)Cs (Vi 00, . Gi . & ..., 0ty

i<j

+Zs‘a|(i,j,0,...z...]...,n)C,;(Vaiaj,ao,...oz,-...ozj...,an)
i<j

ou
(D) = " £/(j.0,...7....n) Y _ Cs(ap. ... a5, ... &) ... o)

i<j ¢ “?;"“

l

+) (=Dllleley (j.i,0,. 0 f L)

i<j
—~

e o~
X E Cs(oj 0paj, g, ... 0 ... Qoo Q).
)

On transforme le second terme ainsi :
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Si || =1, ce terme est :

—&1¢)(j, 0, ... ] n)ZC(g(ozo,.. aagaJ,...@...,an).
, o
Si || = 0, ce terme est :
£l (0, 0, ... n)ZC(;(ao,.. al aga,,...aj...,an).
(i)
En regroupant les deux cas, on obtient le facteur annoncé :
(A= lajDe (i, 0, ...7....,n) —|ajle (G, 0, ... ] ..., n)
ZC,;(Q{O,...,afagaj,...o’[j...,an).
¢ )
l

De méme pour (I) et (II), on obtient

(I)=Z(8|a‘(j,0,...f...,n)ZafC(;(ao,..., Bucti, .. ... ay)

(U=l D), 0, .oy m) — | le1g) (s Oy F oy 1)

xZa Cs(og, ... a@a,,...&j...,an))

ot (@)

(D)= e(j.0....7...om) Y Colco, ..., o .. &) ..., )dpeti
i<j ¢ =~

()
+ (0,0 Y Colog, ... af .. @) an)dyetj.
—
¢ .
@)
En faisant le méme calcul que ci-dessus, on simplifie les termes qui se corres-
pondent dans (I), (IT) et (IIT) et on obtient la formule annoncée. Il

Remarque 5.3. On a retrouvé le cobord défini dans [Arnal et al. 2005]. En parti-
culier, si § est symétrique, 04 est aussi symétrique.

On pose bien entendu

Définition 5.4 (Espaces de cohomologie sur les graphes). Une combinaison li-
néaire symétrique § de graphes vectoriels aériens est un cocycle si 3§ = 0, un
cobord s’il existe une combinaison linéaire symétrique B telle que § = df. L’espace
Z" des n-cocycles est I’espace des combinaisons symétriques de graphes vectoriels
ayant n sommets et qui sont des cocycles. L’espace B" des n-cobords est I’espace
des combinaisons de graphes qui sont les cobords de combinaisons symétriques de
graphes ayant n — 1 sommets. Le n8™ espace de cohomologie des graphes H" est
le quotient de I’espace Z" par I’espace B".
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6. Symbole d’un graphe

Soit A un graphe aérien vectoriel de sommets numérotés (1, ..., n). On peut
distinguer six classes de sommets i :

Classe 1 : les sommets i tels que |Fin(i)| > 1 et |Deb(i)| = 0. On appellera ordre
de i le symbole r; ol r; = |Fin(i)|.

Classe 2 : les sommets i tels que |Fin(i)| > 1 et [Deb(i)| = 1. On appellera ordre
de i le symbole r;r ou r; = |Fin(i)|.

Classe 3 : les sommets i tels que |Fin(i)| = 1 et [Deb(i)| = 1. On appellera ordre
de i le symbole 17.

Classe 4 : les sommets i tels que |Fin(i)| =1 et |Deb(i)| = 0. On appellera ordre
de i le symbole 1.

Classe 5 : les sommets i tels que |Fin(i)| =0 et |Deb(i)| = 0. On appellera ordre
de i le symbole 0.

Classe 6 : les sommets i tels que |Fin(i)| =0 et |Deb(i)| = 1. On appellera ordre
de i le symbole 0.

On ordonne les ordres des sommets en posant :

(6-1) ri>rj.+>1+>1>0>()_ et rlfrzrlf@rinir.
L’ordre O(A) d’un graphe A est le mot formé par les ordres de ses sommets :
0(A) =(0(),...,0(n)).

On ordonne les ordres des graphes en utilisant 1’ordre lexicographique, en respec-
tant (6-1).

Sié =) , aaA estune combinaison linéaire symétrique de graphes vectoriels,
on définit I’ordre de § par :

0(8) = max{0(A), aa # 0}

et on appellera symbole de é la combinaison linéaire non symétrique :

o5 = Z aAA.

A
0(A)=0(5)

Comme § est symétrique, son ordre a la forme :

+ + - -
O8) = (1o es Pho— 15T, A 10, 1,001, 0 ,...,0, 07 ,...,07)
(k1) (k2) (k3) (ks)
avec
+
rerZ"‘Zrko—l, rkOZ“'Zrkl_l-

(On peut avoir kg = 1 ou k; = ko, etc.)
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Proposition 6.1 (Le symbole de d6). Soit § une combinaison linéaire symétrique
de graphes aériens vectoriels, d’ordre

O@)=(r1seeesThg— 15 s oy 1715, 10001, 0,000, 07 ,...,07).
(k1) (k2) (k3) (ka)

Alors chaque graphe A" apparaissant dans 38 est d’ordre au plus:

o)1t

— + + + + - -

—(rl,...,rko,l,rko,...,rkl_l, 1~ ,..,17, 1 ,....,1, 0 ,...,0, 0— ,...,07).
(k1) (ka+1) (k3+1) (ka+1)

Si 0(08) = 0(8) ® 1T, alors le symbole de 98 est:

GBSZ_ZaA< Z 8|Deb|(j,0,---j---7n) Z A/ji

A€os i<j A PP A
0<i<kg ot
k1<j<ks
. A / /
+ E 8|Deb|(],0,---]---»”)< E A — E Aij)
i<j A —TPA AL —PPA
ko<i<k i i
k1<j<ka
. A / /
+ E 8|Deb|(],0,---]---»”)< E A — E Aij))'
i<j A —PPA A PP A
ki1 <i<ky s v
ki<j<ka

Démonstration. Si A est un graphe de § qui n’apparait pas dans le symbole o3, alors
les ordres des graphes A’ et A’j ; qui se contractent sur A sont tous strictement plus
petits que O(8) @ 1. Regardons donc seulement les A de o;.

Fixons un couple (7, j) avec i < j. Il est clair que dans la décomposition de d A,
les graphes A’ = A’; ou A" = A}; sont d’ordre :

@(A’ﬁ)z(m,...,(r,-—k—i—l),..., Kt (1 <k<r).
(@) (6]
Donc @(A’ji) <0(8) @17 et I'égalité n’est vraie que sik = l etk; < j <ks.llya
r; graphes A’ji dans ce cas. D’autre part :
@(A;j):(rl,..., kT, ri—k+1),...) (1 <k<r).
@ )
Donc O(A! i) < 0(8)@®17. 11 n’y a aucun graphe A, dans ce cas, qui apparait dans

ij?
0j5-
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Siko<i<k:

O ) =1, =k + D7, k) (1<k<r).

(@) ()
Donc @(A/ji) <0(8) @ 11 et 'égalité n’est vraie que sik =l etk; < j <ky.llya
r; graphes A/ﬁ dans ce cas. D’autre part :

O =0,y K, i—k+DF, ) <k <r).
@ (0))

Donc @(Agj) <0@)® 1" et’égalité n’est vraie que sik =r; etk; < j <kp.llya
un seul graphe A’ ; dans ce cas.
Siki <i<ky:

N — + +

OA)Y=(ry,..., 17 o0, 17 00,
(@) (0))

Donc pour et seulement pour i < j < ks, O(A") =0(8)® 17 etil y a un seul graphe
A'; etun seul graphe Aj; dans ce cas.

Siky <i, pour tout j > i, on a O(A") < 0(8) @ 17. Dans ce cas, ces graphes
n’apparaissent pas dans os. O

Définissons maintenant I’opérateur d’homotopie.

Définition 6.2 (L’homotopie). Soit A un graphe vectoriel de sommets (0, ..., n),
ayant des sommets i tels que |Deb(i)| = |Fin(i)| = 1 (des sommets i d’ordre 17).
On définit I’homotopie 2 comme 1’application qui transforme le graphe A en le
graphe h(A) défini ainsi :

On considere ig, le plus grand des indices i d’ordre 1. La fleche issue de i est
ipa. Le graphe h(A) est le graphe de sommets (0, ...7 ..., n) obtenu en compri-
mant la fleche ipa de A et en identifiant les sommets ij et a au sommet a.

Si A n’a pas de sommets d’ordre 17, on pose h(A) = 0.

On prolonge & linéairement a I’espace des combinaisons linéaires de graphes.

Proposition 6.3 (Symbole et homotopie). Soit § une combinaison linéaire symé-
trique de graphes vectoriels d’ordre

OB) =1, Phg— 15 s vn gy 1717, 1,001, 0 ,...,0, 07 ,...,07).

(k1) (k2) (k3) (k)
Par abus de notations, on pose:

Oy = Z aA/A' si 06 = ZA’ aA/A’.

A'e€ds
0(A)=0)®1+
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Notons enfin §(0, ...ky...,n) la combinaison linéaire de graphes A dont on a
renuméroté les sommets en (0, ... ky ..., n). Alors

h(c9s)(0, ... ky....n) = 0oniey (0, ... ka....n)
—5|Deb|(k2,0,...?2...,n)< door+ Y (ri—l))ag(o,...ﬁz...,n).

0<i<ko ko<i<k;

Démonstration. On reprend les notations de la proposition précédente. Le dernier
i d’ordre 1T dans 96 est ky. On écrit donc :

O’ag:—ZaA Z 5|Deb|(k2,0,...§}...,n) Z A;czi

Aeos i<j A, PP A
0<i <ko 2t
Jj=k>
. ~ /
+ E 8|Deb|(],0,...]...,l’l) E Aji
i<j A PP A
0<i<ko ot
ki<j<ky
A / /
+ E 8|Deb|(k270a ...kz...,n)( E Akzi — E Aikz)
i< / prop / prop
kol<iik1 Akzi—>i A Aik2—>i A
j=k2
. ~ ’ ’
+ E 8|Deb|(],0,...J...,I’l)( E Aji_ E Aij)
i<j A PP A AL —POPA
ko<i<k; st Yot
ki<j<ka
I / 1
+ E 8|Deb|(k270, ...kQ...,ﬂ)( E Akzi — Z Aikz)
i<j A, PP A A, —POPA
ky<i <ky ki i iky i
J=ka
. ~ U /
+ E 8|Deb|(J,0,...]...,n)( E Aji_ E Aij)
i<j LN AL —-TPA
ki <i<kp st Yot
ki<j<ky

Appliquons 4, on obtient :

h(oys) = — Z aal epeb|(k2,0, ... ky..., 1)

A€oy

< D or+ Y mi-D+ > (1—1))A(0,...?2...,n)+ reste

<i<ky ko<i<k ki<i<kp
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Le reste est composé de termes de la forme h(A;j) ou h(A/ji) avec i < j < kp.

Par construction, / étant la compression de la flieche issue du sommet k, dans A’ji
(resp. A] ), 1l réalise une bijection entre les ensembles
h

prop prop
N N e LR L ION]

(resp. entre les ensembles

{A;j’ Al —>?mpA} _hy {BT

b By =TT )] )

ol B;.i (resp. Bi’j) est un graphe de sommets numérotés (0, . . ..., n)eth(A)a
pour sommets (0, f?z,n)

Dans le reste, chacun des termes correspondant est affecté du signe

€peb| (7, 0, ... ] ..., ).

Ce signe coincide avec le méme signe calculé en supprimant I’indice &, :

epeban| (J, 0, ... J ..., n) = €pebh(an|(J, 0, ... ] ..., n).

Donc
reste = —O’ah(aa)((), kAQ,H) O]

7. Cohomologie des graphes vectoriels

Disons qu’un sommet i d’un graphe vectoriel A est simple si |[Fin(i)| < 1.

Proposition 7.1 (Le symbole d’un cocycle ne contient que des sommets simples).
Soit § une combinaison linéaire symétrique de graphes aériens vectoriels. On sup-
pose que § est un cocycle (06 = 0). Alors il existe un cobord 08 tel que le symbole
os—yp de 8 — 3B ne contient que des graphes A dont tous les sommets sont simples.

Démonstration. Puisque § est un cocycle, h(oy5) =0. Dire que o contient au moins
un graphe possédant un sommet non simple, c’est dire que dans O(6), k; > 0. On a
alors :

0=—8|Deb(k2,0,...]€2...,l’l)< Z ri + Z (ri—1)>03+03h(65).

0<i<ko ko<i<k;

Le coefficient a de o est non nul. Puisque o5 n’est pas nul, on en déduit que z(os)
n’est pas nul, donc k, > ki, il existe des sommets d’ordre 11 dans les graphes A
de os.

Posons 1
B1= —;S(h(ﬂa))-
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D’abord par construction, les graphes apparaissant dans S(%(o3)) mais pas dans
h(os) sont d’ordre strictement plus petit que les graphes apparaissant dans /(oy),
ou:

Oh(as) = 9S(h(0s))-
Ensuite on a vu que pour calculer le symbole de 95, on ne considérait que les
graphes du symbole de §, donc :

Odh(os) = 09S(h(0s)) = —A03p,

Alors,
0’3/31 = 0y.
Autrement dit §; = § — df; a un ordre strictement plus petit que 0(§). Si le symbole
de &, a des graphes avec des sommets non simples, on peut recommencer cette
opération. Au bout d’un nombre fini d’étapes, on arrive sur une combinaison de
graphes § — 0 dont le symbole ne contient que des sommets simples :

06—0p)=1",...,17,1,...,1,0,...,0,07,...,07).
Donc tous les graphes de § — 98 n’ont eux aussi que des sommets simples. (|

Définition 7.2 (Les roues). Une roue symétrique Ry de longueur k est le symétrisé
de la roue simple qui est le graphe Ay ayant kK sommets {1, ..., k} et les k fleches

12,23, ..., (k— Dk, k1}.
{ (k= Dk, k1) o

2 3
Lemme 7.3 (La cohomologie des roues). Les roues symétriques de longueur paire
sont nulles, Ry, = 0.
Les roues impaires sont des cocycles d Ryr+1 = 0 qui ne sont pas des cobords.

Démonstration. Soit Ay, une roue simple de longueur paire. Soit o la permutation
circulaire o = (1, 2, ..., 2k). Alors, £(0) = €|peb| (0) = —1 et 0 (Ay) = Ay Donc
Ry = S(Ag) = 0.

Par contre les roues Ryx1 de longueur impaire ne sont pas nulles. En effet si on
suppose la dimension de ’espace R? assez grande, I’ opérateur

CRZk-H (a] LEEIC Ol2k+l)
1 Dkt

- t 15
— (2k+1)‘ Z 8(0) Z at2k+lao}(1)atl(¥;(2) ...3;2koza(2k+l),

0ESU+1 1<ty...typ+1=d
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Cet opérateur est le cocycle non trivial ¢®**D de [De Wilde et Lecomte 1983].
Comme il n’est pas nul, le graphe correspondant n’est pas nul non plus.

Soit A un graphe apparaissant dans la roue symétrique Ry . Les graphes A’ ;
et A}i apparaissant dans d A sont tous des roues de longueurs 2k + 2 (& I’ordre de
leur sommets pres). Comme 0 Ryi4 est symétrique, on a donc d Ryg+1 = 0.

Supposons que Ry;4+1 = dB. 1l est clair que B ne contient que des graphes ayant
2k sommets tous d’ordres 1*. Donc B est une combinaison linéaire de roues de
longueur paire, 8 = 0, ce qui est impossible. R4 n’est pas un cobord. ([

Lemme 7.4 (Les graphes a roues). Si A est un graphe vectoriel dont toutes les
composantes connexes sont des roues de longueurs impaires, alors le symétrisé de
A est nul si deux composantes connexes ont la méme longueur, sinon S(A) est au
signe pres le symétrisé du graphe:

Akl /\Akz/\"'/\Akp
dont les fleches sont:

{12, ..., (ki = Dky, kq 1,
(k1 +1)(k1+2), ..., (ki+ky—1) (k1 +k2), (k1 +k2) (k1 +1), ...,
kit Ak 1+ D+ Ahp142)s o, Kt Ak K+ A kpo1+1)

etky <ky<---<kp.

Démonstration. Si deux composantes connexes de A sont des roues de méme lon-
gueur 2k + 1, de sommets numérotés {iy, ..., iog+1, ji, - - - » jok+1}, alors la permu-
tation

o = (i1, j1) - .- (2k+1, jor+1)
est impaire et laisse A invariant, donc le symétrisé de A est nul.
Il est clair que si les composantes connexes de A sont toutes des roues de lon-

gueurs impaires différentes, il existe une permutation des sommets de A qui le
transforme en Ag, AAg, A- - ‘AAg, avec ki <ky <---<kj,.Onnotera abusivement :

S(A):Rkl/\sz/\-H/\Rkp. O

Lemme 7.5 (La cohomologie des graphes a roues). Tous les graphes a roues R =
/\f:1 Roy, +1 sont des cocycles qui sont linéairement indépendants dans [’espace de
cohomologie.

Démonstration. D’ abord chacun de ces graphes est un cocycle, ensuite si une com-
binaison linéaire de ces graphes symétriques est un cobord (Z jajR;= 85), en se
placant sur un espace R? de dimension assez grande, on obtient une combinaison
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linéaire d’opérateurs

pj
Z"J(/\ éu<2k[+1>)
j i=1
qui est un cobord pour la cohomologie de Chevalley de I’algebre de Lie des champs
de vecteurs sur R? a valeur dans les fonctions (les O-formes). Ceci n’est possible
que si chaque a; est nul d’apreés [De Wilde et Lecomte 1983]. O

Définition 7.6 (Les lignes). La ligne symétrique L, de longueur ¢ est le symétrisé
de la ligne simple Ay, graphe de sommets {1, ..., £+ 1} et de fleches {21, 32, ...,
(€ 4 1)£}. Par convention, la ligne L est le graphe a un sommet {1} et sans fleche.

Lemme 7.7 (Cohomologie des lignes). Les lignes symétriques de longueur impaire
Logy1 sont des cobords. Le symétrisé d’un graphe contenant deux lignes de méme
longueur impaire est nul. Les lignes symétriques de longueur paire Loy ne sont pas
des cocycles, plus précisément, on a:

0Ly = Logq.

Démonstration. Prenons une ligne simple A,. Si £ > 0, dans le calcul de Ay, on
éclate les £ — 1 sommets qui ne sont pas les extrémités de la ligne :

A== e/, 0, fo E D Y A
o o,

Pour chaque couple i # j, il y a un seul graphe A/ji. A I’ordre des sommets pres,
on obtient a chaque fois une ligne de longueur £ + 1.

On cherche donc dans le cobord de L, les lignes simples Ay 1. Ces lignes ne
peuvent provenir que de I’éclatement du sommet i de la ligne simple A, avec les
sommets {0, .. .1 -|A— 1...,£+4+1}etpour j =i+ 1. On obtient dans d L, donc,

4 14
—(ZS|Deb|(i+1,0, ...l+1...,f+1)>Ae+1 :—(Z(—l)i)Ag_H
i=0

i=0
_{ 0 si £ estimpair,
Agy1 si £ estpair.
En symétrisant, on obtient :

0L2p1 =0, 0Lz = Loey1.

Si A contient deux composantes connexes qui sont des lignes de méme longueur
impaire 2£+1, de sommets numérotés iy, ..., iza2 €t ji, ..., jor+2, la permutation

o = (i1, j1) ... (i2e42, j2e42)
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est telle que :
8|Deb|((7) =—1 et o(A)=A.

Donc le symétrisé S(A) de A est nul. ]

Lemme 7.8 (Les graphes a lignes). Si A est un graphe dont toutes les composantes
connexes sont des lignes, si le symétrisé S(A) de A n’est pas nul, c’est au signe
pres le symétrisé du graphe

ko A k k
(AOOAZI .. 'AZ[Z)AZZI-H /\A252+1 A... AAZ&,—H (k(), ceey kg eN, l1<blr<...< Eq).
Les sommets de ce graphe sont rangés dan [’ordre naturel;, par exemple Ag‘e dé-
signe un graphe ayant k; (20 + 1) sommets formé d’une union de k; lignes de lon-

gueur 24, en numérotant d’abord les sommets de la premiere ligne, puis ceux de la
seconde, etc.

Démonstration. Si le symétrisé de A n’est pas nul, pour chaque longueur impaire,
il y a au plus une composante connexe de cette longueur. Les composantes de
longueur paire (y compris 0) peuvent apparaitre plusieurs fois. Modulo une permu-
tation des sommets, A est donc bien un produit de lignes comme annoncé. U

Notons abusivement le symétrisé de ce graphe
ko y k k
(LOOLZl . LZ[Z)LZZI'H AN L252+1 VANKGIRIEAN L2£q+l .

Lemme 7.9 (La cohomologie des graphes a lignes). Considérons le graphe a lignes

(11)(A )

Si pour chaque i, k; # 0 implique qu’il existe j tel que i = £}, alors, il est, a la
fois, un cocycle et un cobord

p q
a<]_[ L’g;) ( A\ ngm) —=0.
i=0 j=1

Sinon
LA q P ) 1 q
a(]_[ L;;) < A Lzej+1> =) k ( I1 LZ;)L’;;‘ La1 A ( A\ Lzej+1> #0.
i=0 j=1 r=0 i#r j=1
La cohomologie des graphes a lignes est triviale.

Démonstration. 1l résulte des calculs précédents et du fait que les lignes de longueur
paire peuvent permuter avec toutes les autres lignes sans changement de signe que :

14 q p q
ki ki kr—1
o(T125) (A Lasnr) = zkr((n L) Lo n ( N\ L))
i=0 j=1 r=0 itr j=1
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Donc si pour chaque i, k; # 0 implique qu’il existe j € {1, ..., g} tel que i = ¢},

alors
p . q
a(]‘[ L2;.> < A\ ngﬁl) =0
i=0 j=1

S’il existe i tel que k; > O etil n’y a pas de j tel que i = £, le graphe n’est pas
un cocycle car sir # s,

q q
ki \yk—1 ki Yy ks—1
(1—[ Lz,-)LZ, Lyyi1 A ( /\ Lze_,-+1> i (1—[ Lz,-)LZS Losy1 A ( /\ Lzz_,-+1)-
i#r j=1 is j=1
En particulier le graphe a lignes simples

p—1
. kJ
<1_[ Aé}) ! A2p+1 A </\ A, +1>
i=0

j=1

n’apparait qu’une seule fois. Le second membre n’est pas nul.
Si un graphe a lignes

(1) )

est un cocycle, 2¢, + 1 est la plus grande longueur des graphes apparaissant dans
Letsip={,,ona

R )

1=

etsip <¥{,,ona

p q—1
L=(-1)""3 (( l_[ LZ‘)LZM (/\ Lze,+1)> -
i=0 j=1

La cohomologie des graphes a lignes est donc toujours triviale. U

Théoreme 7.10 (La cohomologie de Chevalley des graphes vectoriels). La coho-
mologie de Chevalley des graphes vectoriels est donnée par les roues de longueur
impaire. Plus précisément, pour tout n, une base de H" est donnée par

P
{R2k1+1 /\R2k2+1 /\"'/\Rka-H tki<ky<--- <kp, Z(Zki-f-l):n}.
i=1
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Démonstration. D’ apres la Proposition 7.1, tout cocycle § est cohomologue a un
cocycle § — 08 dont le symbole ne contient que des graphes avec des sommets
simples. On suppose maintenant que § a cette propriété. Chaque graphe de ce sym-
bole est donc une union de composantes connexes qui sont soit des roues simples
de longueur impaire soit des lignes simples. Le nombre de lignes est d’ailleurs fixé,
égal au nombre de 0.

On définit un nouvel ordre sur les graphes de ce type en posant :

@/(A)z(ﬁl,...,ﬁp,rl,...,rq)

ou les ¢; sont les longueurs des lignes et les r; celles des roues. On range ces
symboles en posant £; > r; pour tout i et j, on range ces ordres de graphes par
I’ordre lexicographique sur les symboles.

L’ordre de & est

0'(8) = max{0’(A), A apparaissant dans os}.

Onadonc@’(c?):(@],...,Ep,rl,...,rq) avecly =>4ty >---etry>rp>...,les
seuls £; répét€s sont pairs, les r; sont tous impairs. Le nouveau symbole de § est

o5 = Z anA.

A
0'(A)=0'()

Supposons qu’il existe un indice i tel que ¢; est pair et £; + 1 n’appartient pas a
{€1,...,¢i—_1}. Appelons ig le premier indice pour lequel ceci se produit.
Si A apparait dans § mais pas dans oj, on a vu que :

0@A) <0 B 1.

D’apres les lemmes précédents, si A apparait dans o5 mais pas dans oy, alors le
nouvel ordre 0'(d A) est strictement plus petit que

OB @Liol=(Cr, - lig+ 1o by Fls s Ty).
(io)

En effet, pour calculer dA, on procede a des éclatements soit dans les lignes soit
dans les roues. On ne retient que les éclatements qui ne disparaissent pas par sy-
métrisation.

Enfin si A apparait dans o5 et dans oy, le nouvel ordre de dA est toujours infé-
rieur ou égal a 0'(8) ® [io], car on utilise les lemmes précédents, en procédant a des
éclatements successivement des sommets des lignes et des sommets des roues.
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On a donc avec nos notations habituelles :

S(ag)za( ] Lg,)( A\ Lg[>/\(.

£; pair £; impair J

p
R,-) (@ eR\ (0)
=1

et

)4
S(ols) = a< I1 Lgi)Lg,.O_;,_] A ( A\ Lgl) A (/\ R,-) #0.
£; pair £; impair j=1
i#ig
Ceci est donc impossible car § est un cocycle, alors, il n’existe pas de i tel que ¢;
soit pair et £; + 1 n’appartient pas a {1, ..., £;_1}.
On en déduit en particulier que s’il y a des lignes, alors, £; est impair et en
retranchant a § le cobord de

p
,3 =a< 1_[ Lgi)Lgl_l( /\ Lgi) AN (/\ Rj)
£; pair £; impair Jj=1
i>1

on obtient un graphe § — 98 dont le nouvel ordre est strictement plus petit que
celui de §. En répétant cette opération, on se ramene au cas ol le symbole de § ne
contient que des graphes a roues impaires. Alors S(o;s) est un cocycle.

On recommence cette opération jusqu’a annulation de 1’ordre des cocycles cons-
truits. On obtient :

§=0B+ Z arl...qurl /\"'/\qu-

Flyeensly

La cohomologie est donc engendrée par les graphes a roues de longueurs impaires.
On a vu que ces graphes sont linéairement indépendants. 0

8. Conclusion

De Wilde et Lecomte [1983] on montré que la cohomologie différentielle de
Chevalley de I’algebre de Lie des champs de vecteurs %(R¢) associée a la dérivée
de Lie des fonctions C* sur R? est I’algebre /\inv(g[([R{d)). La cohomologie est
donc engendrée par les n-cochaines 6™ (&, ..., &,) = a(tr(Jac(£)), . .., Jac(&,))),
pour x impair, n < 2d.

Comme les cochaines différentielles de De Wilde—Lecomte sont inductives, on
en conclut immédiatement que la cohomologie différentielle correspondante sur
R est I’algebre extérieure engendrée par les 0, n impair quelconque.

Dans cet article, nous montrons que la cohomologie des graphes vectoriels qui
coincide avec la cohomologie de Chevalley sur R* des cochaines associées a une
combinaison § de graphes est engendrée par les roues impaires.
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Considérons le graphe a roue impaire de n sommets

— e e

Notons R, = S(A) la symétrisation de A. Un calcul direct nous donne, pour tout
dettouté&y,...,§, € Vect(IRd),
1
CrEronb)=— D @) Y &0k B 1 El

T oes, 1<ty,...,tn<d
= Q(n)(gl’ e, sn)

Proposition 8.1 (Les cohomologies différentielles et associées aux graphes coin-
cident). La cohomologie de Chevalley des cochaines différentielles sur X(R*), a

valeurs dans TP%Iy(ROO) coincide avec la cohomologie de Chevalley des cochaines

associées a des combinaisons linéaires symétriques de graphes vectoriels, a va-
leurs dans Tpo1y (R™).
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