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On donne des conditions suffisantes pour la (semi-)stabilité des faisceaux
sans torsion sur une curve multiple primitive. Ces conditions sont utilisées
pour démontrer que certaines variétés de modules de faisceaux stables sont
non vides. On étudie surtout les faisceaux quasi localement libres de type
générique, y inclus les faisceaux localement libres. Ces faisceaux sont géné-
riques, c’est-a-dire pour chaque variété de modules de faisceaux sans tor-
sion, les faisceaux de ce type correspondent a un ouvert de la variété.

We give sufficient conditions for the (semi-)stability of torsion free sheaves
on a primitive multiple curve. These conditions are used to prove that some
moduli spaces of stable sheaves are not empty. We study mainly the quasi
locally free sheaves of generic type (this includes the locally free sheaves).
These sheaves are generic, i.e. for every moduli space of torsion free sheaves,
the sheaves of this type correspond to an open subset of the moduli space.
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1. Introduction

Une courbe multiple primitive est une variété algébrique complexe de Cohen—
Macaulay qui peut localement étre plongée dans une surface lisse, et dont la sous-
variété réduite associée est une courbe lisse. Les courbes projectives multiples
primitives ont été définies et étudiées pour la premicre fois par C. Bénica et O.
Forster [1986]. Leur classification a été faite dans [Bayer et Eisenbud 1995] pour
les courbes doubles, et dans [Drézet 2007] dans le cas général. Les faisceaux semi-
stables sur des variétés non lisses ont déja été étudiés [Seshadri 1982; Bhosle 1992;
1999; Teixidor i Bigas 1991; 1995; 1998; Inaba 2004; 2002].

MSC2000: primary 14D20; secondary 14H60.
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On peut espérer en trouver des applications concernant les fibrés vectoriels ou
leurs variétés de modules sur les courbes lisses [Eisenbud et Green 1995; Sun 2000;
2002] en faisant dégénérer des courbes lisses vers une courbe multiple primitive.
Le probleme de la dégénération des courbes lisses en courbes primitives doubles
est évoqué dans [Gonzalez 2006].

Les articles [Drézet 2006; 2009] sont consacrés a 1’étude des faisceaux cohérents
et de leurs variétés de modules sur les courbes multiples primitives. On donne ici
des criteres de (semi-)stabilité et des conditions suffisantes d’existence des fais-
ceaux semi-stables sur ces courbes. On appliquera ensuite ces criteres a des fais-
ceaux sans torsion génériques. Les conditions d’existence des faisceaux (semi-)
stables s’expriment en fonction d’invariants de ces faisceaux, parmi lesquels se
trouvent le rang et le degré généralisés.

Le cas des faisceaux localement libres est traité. Dans ce cas les seuls inva-
riants sont le rang et le degré généralisés. Les variétés de modules obtenues sont
irréductibles.

On considere aussi des faisceaux plus compliqués, les faisceaux quasi locale-
ment libres de type rigide non localement libres, ol il y a deux invariants supplé-
mentaires. Dans ce cas les variétés de modules de faisceaux de rang et degré géné-
ralisés fixés peuvent avoir de multiples composantes.

Pour finir on traitera des exemples simples de faisceaux sans torsion non quasi
localement libres.

1.1. Faisceaux cohérents sur les courbes multiples primitives. Soit C une courbe
projective lisse irréductible. Soient n un entier tel que n > 2 et Y une courbe
multiple primitive de multiplicité n et de courbe réduite associée C. Si $¢ est le
faisceau d’idéaux de C dans Y,

L=9¢/9¢

est un fibré en droites sur C, dit associé a Y. Dans cet article on supposera que
deg(L) < 0. Le cas ou deg(L) > 0 est moins intéressant car les seuls faisceaux
stables sont alors les fibrés vectoriels stables sur C.

Pour 1 <i <n on note C; le sous-schéma de Y défini par le faisceau d’idéaux
.@ic. C’est une courbe multiple primitive de multiplicité i et on a une filtration

cC=Cc---Cc(C,=Y.

On notera 0; = Oc,.

Le faisceau $¢ est localement libre de rang 1 sur C,_;. Il existe un fibré en
droites L sur C, tel que Lic,_, = $¢. Pour tout faisceau cohérent € sur C, on a
donc un morphisme canonique

ERL — ¢
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dont le noyau et le conoyau sont indépendants du choix de L.

Si & est un faisceau cohérent sur ¥ on note ¥; le noyau de la restriction & —
Fic;» F celui du morphisme canonique ¥ — F ® L. On a des suites exactes
canoniques

0— % — F — Fc, — 0,
O—>9f7(")—>907—>9f*i®[L_i—>0.

Les quotients G; (%) = &; /%41, 0 <i < n, sont des faisceaux sur C. Ils per-
mettent de définir le rang généralisé et le degré généralisé de F :

n—l n—1
RF) =) rgGi(F),  Deg(¥) =) deg(Gi(%)).
i=0 i=0

Ce sont des invariants par déformation ; voir le section 2.3 et [Drézet 2006; 2009].
Si R(%) > 0, le nombre rationnel
Deg(%)
W) = —=
R(F)

s’appelle la pente de %.
Pour 1 <i < n, on note #[i] le noyau du morphisme canonique surjectif

F Fc, (Fie)vY.

1.1.1. Faisceaux quasi localement libres. On dit qu’un faisceau cohérent € sur Y
est quasi localement libre s’il existe des entiers my, ..., m, non négatifs tels que
€ soit localement isomorphe a
n
@ mi@,- .

i=1

Les entiers m; sont alors uniquement déterminés.

1.1.2. Faisceaux quasi localement libres de type rigide. On renvoie le lecteur a
[Drézet 2009]. Si € est quasi localement libre on dit qu’il est de type rigide s’il
est localement libre, ou s’il existe un entier k, 1 <k <n — 1, tel que my =1 et
mj = 0 pour j # k. Donc un faisceau quasi localement libre de type rigide non
localement libre est localement isomorphe a un faisceau du type a0, & Oy, avec
1 <k <n—1. Lintérét de ces faisceaux est que la propriété pour un faisceau d’étre
quasi localement libre de type rigide est une propriété ouverte. En particulier les
faisceaux stables localement libres de type rigide de rang généralisé R et de degré
généralisé d constituent un ouvert de la variété de modules des faisceaux stables
de rang généralisé R et de degré généralisé d sur C,,.

Soit € un faisceau quasi localement libre de type rigide localement isomorphe
a0, ® O, aveca > 1, 1 <k < n. Alors les faisceaux €; et ¢ sont localement
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libres sur C,,_; et Cy respectivement. On pose
Eg¢ =%, Fe =%, Vo= (EY)c.

Ce sont des fibrés vectoriels sur C de rang a + 1, a, a + 1 respectivement. On
montre en 3.1 qu’on a une suite exacte canonique

(%) 0— FeQ@L" % > Ve@ L" ¥ — Eg —> Fg —> 0.

Les rangs et degrés des fibrés E¢ et Fg (et donc aussi Vi) sont invariants par
déformation.

1.1.3. Construction des faisceaux quasi localement libres de type rigide. Elle est
faite par récurrence sur n dans 3.1.2, 3.2, 3.3 et 3.4. On construit le faisceau € sur
C, connaissant €1, dont le support est C,,_1, et €,c. A priori il semble plus naturel
de construire € connaissant €,c, ;. On montre dans 3.5 que cela est impossible
car les faisceaux sur C,,_; qui sont des restrictions de faisceaux quasi localement
libres de type rigide sur C,, sont spéciaux.

Cette méthode de construction devrait rendre possible la description précise
d’ouverts des variétés de modules de faisceaux stables qui contiennent de tels
faisceaux.

1.2. Variétés de modules de faisceaux stables. La stabilité ou semi-stabilité, au
sens de [Simpson 1994], des faisceaux sans torsion sur C, ne dépend pas du choix
d’un fibré en droites tres ample sur C,. Elle est analogue a celle des fibrés (semi-)
stables sur les courbes projectives lisses (cf. [Drézet 2006; 2009]) : un faisceau
sans torsion € sur C,, est semi-stable si pour tout sous-faisceau propre & de € on
a u(F) < u(@).Sil’'ona wu(F) < u(€), on dit que € est stable.

L’hypothese deg(L) < 0 est justifiée par le fait que dans le cas contraire les seuls
faisceaux sans torsion stables sur C,, sont les fibrés vectoriels stables sur C.

Soient R, d des entiers, avec R > 1. On note JAL(R, d) la variété de modules des
faisceaux stables de rang généralisé R et de degré généralisé d sur C,,.

Soient a, k, €, § des entiers, avec a > 1 et 1 <k < n. Soient

R=an+kd=ke+n—k3s+3(n(n—1a+kk—1)deg(L).

Les faisceaux quasi localement libres € de type générique stables localement iso-
morphes a a0, @ Oy et tels que Eg et Fg soient de rang a+1 et a (respectivement)
et de degré € et § constituent un ouvert irréductible de (R, d), dont la sous-variété
réduite sous-jacente est notée N'(a, k, &, €) [Drézet 2009]. A priori M(R, d) a donc
plusieurs composantes irréductibles.

1.3. Principaux résultats. On démontre dans 5.1 le résultat suivant :
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Théoreme 5.1.2. Soient € un faisceau cohérent sans torsion sur Cy, et k un entier
tel que 1 <k < n et que €x # 0. On suppose que

(1-1) n(@®) < u@), uEH®) < uE).

Si€[k], (€ic,)"Y, (€")[k] et ((€Y)c,)"" sont semi-stables il en est de méme de €.
Si de plus les inégalités de (1-1) sont strictes, et si €[k] ou (€|c,)""
(€V)[k] ou ((€Y)c,)"", sont stables, alors € est stable.

, ainsi que

Méme si on se limitait aux faisceaux quasi localement libres il serait nécessaire
de faire intervenir des sous-faisceaux non quasi localement libres : on donne en 2.6
des exemples de fibrés vectoriels sur C, dont la filtration de Harder—Narasimhan
comporte des faisceaux non quasi localement libres.

Dans tout ce qui suit on suppose que C est de genre g > 2. On applique d’abord
le théoréme précédent aux fibrés vectoriels :

Théoréme 5.2.1. Soit E un fibré vectoriel sur C,. Alors, si E|c est semi-stable (ou
stable), il en est de méme de [E.

On en déduit que les variétés de modules de fibrés vectoriels stables sur C, sont
non vides, pourvu qu’il n’y ait pas d’incompatibilité au niveau du rang et du degré
généralisés. Soient r, § des entiers avec r > 1. Alors le rang généralisé R et le degré
généralis€ d d’un fibré vectoriel E sur C,, tel que E|c soit de rang r et de degré §
sont

R=nr, d=nd+in(n—1)rdeg(L).
L’ouvert U (R, d) de M(R, d) correspondant aux fibrés vectoriels stables est non
vide, lisse et irréductible, de dimension

1+nr*(g —1) — 4n(n — 1)r* deg(L).

On s’intéresse ensuite aux faisceaux quasi localement libres de type rigide non
localement libres :

Théoreme 5.3.1. Soient a, k des entiers tels que a > 0 et 1 < k < n. Soit € un
faisceau quasi localement libre de type rigide, localement isomorphe a a0, @ O
et tel que

1 (V) + 3ndeg(L) < u(Fe) < u(Eg) — yndeg(L).

Alors si E¢, Fe et Vg sont semi-stables, il en est de méme de €.
Si les inégalités précédentes sont strictes, et si Eg, Fg et Vg sont stables, il en
est de méme de €.

Le probleme de 1’existence des faisceaux quasi localement libres de type ri-
gide (semi-)stables est plus compliqué que celui de I’existence des fibrés vectoriels
(semi-)stables, car si € en est un, la (semi-)stabilité de E¢, Fg et Vg impose des
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conditions supplémentaires sur les invariants de ces faisceaux, a cause de la suite
exacte (*)g.
Avec les notations de 1.2, on a :

Théoreme 5.3.3. Siona
€ 8§ e€—(m—k)deg(L)

<
a+1 a a+1

’

alors N(a, k, 8, €) est non vide.

Ce résultat généralise la proposition 9.2.1 de [Drézet 2006], ou le cas des fais-
ceaux de rang généralisé 3 sur C, localement isomorphes a O, @ O¢ était traité.
La démonstration du théoreme précédent utilise la résolution de la conjecture de
Lange [Russo et Teixidor i Bigas 1999].

D’apres [Drézet 2009, proposition 6.12], la variété N'(a, k, 8, €) est irréductible
et lisse, et on a

dimN(a, k, 8, €)
nn—1 k(k—1
=1- <(T)a2 +k(n—1a+ %) deg(L)+ (g — 1)(na2 +kQa+ 1)).
On termine par donner des applications du premier des théorémes précédents a
des faisceaux non quasi localement libres.
Soient [ un fibré vectoriel sur C,, E = [E|c et Z un ensemble fini de points de
C. On pose z = h°(©%). Soient ¢ : E— Oz un morphisme surjectif, €5 = ker ¢ et
E4 le noyau du morphisme induit £ — 0.

Théoréme 5.4.2. Sionaz < —rgE deg(L) et si E et E4 sont semi-stables, alors
€y est semi-stable. Si I’inégalité est stricte et si E et Ey sont stables, il en est de
méme de €.

1.4. Plan des sections suivantes. La section 2 contient des rappels sur les courbes
multiples primitives et les propriétés élémentaires des faisceaux cohérents sur ces
courbes. On décrit dans 2.5 la méthode de construction d’un faisceau cohérent
€ sur C, connaissant le faisceau €; sur C,_; et €|c. Elle sera employée aussi
bien pour les faisceaux localement libres que pour les faisceaux quasi localement
libres de type rigide. On donne dans 2.6 des exemples de fibrés vectoriels instables
sur une courbe double primitive dont la filtration de Harder—Narasimhan n’est pas
constituée de faisceaux quasi localement libres. Cela rend nécessaire, dans I’étude
de la (semi-)stabilité d’un faisceau, la considération de sous-faisceaux sans torsion
généraux dont les filtrations canoniques peuvent comporter des faisceaux ayant de
la torsion.

La section 3 est une étude des faisceaux quasi localement libres de type rigide
et de leur construction.
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La section 4 traite de la dualité des faisceaux cohérents sur C,, et des faisceaux
de torsion.
Dans la section 5 sont démontrés les résultats énoncés dans 1.3.

2. Préliminaires

2.1. Définition des courbes multiples primitives et notations. Une courbe primi-
tive est une variété lisse ¥ de Cohen—Macaulay telle que la sous-variété réduite
associée C = Yeq soit une courbe lisse irréductible, et que tout point fermé de Y
posseéde un voisinage pouvant étre plongé dans une surface lisse.

Soient P un point fermé de Y, et U un voisinage de P pouvant étre plongé dans
une surface lisse S. Soit z un élément de ’idéal maximal de I’anneau local Og p de
S en P engendrant I’idéal de C dans cet anneau. Il existe alors un unique entier #,
indépendant de P, tel que I’'idéal de Y dans O p soit engendré par (z"*). Cet entier n
s’appelle la multiplicité de Y. Si n =2 on dit que Y est une courbe double. D’ apres
[Drézet 2007, théoreme 5.2.1], I’anneau Oyp est isomorphe a Ocp ® (C[t]/(¢")).

Soit $¢ le faisceau d’idéaux de C dans Y. Alors le faisceau conormal de C,
L=39./ $2., est un fibré en droites sur C, dit associé a Y. Il existe une filtration
canonique

cC=CicCc---Cc(C,=Y,
ou au voisinage de chaque point P 1’idéal de C; dans Og p est (z'). On notera
0; =0¢, pour 1 <i <n.

Le faisceau $¢ est un fibré en droites sur C,,—;. Il existe d’apres [Drézet 2006,
théoreme 3.1.1], un fibré en droites L sur C,, dont la restriction a C,,_; est $¢. On
a alors, pour tout faisceau de 0,-modules €, un morphisme canonique

ERL— ¢

qui en chaque point fermé P de C est la multiplication par z.

2.2. Filtrations canoniques. Dans toute la suite de la section 2 on considére une
courbe multiple primitive C,, de courbe réduite associée C. On utilise les notations
de 2.1.

Soient P un point fermé de C, M un 0, p-module de type fini. Soit € un faisceau
cohérent sur C,,.

Définition 2.2.1. La premiere filtration canonique de M est la filtration
M,={0CcM,_1C---CMiCMy=M

telle que pour 0 <i < n, M;; soit le noyau du morphisme canonique surjectif
M; — M; ®q, , Oc,p. On a donc

M;/Mit1 =M; ®q,,0cp, M/Mi~M®q,,0;ip, M =2zM.

n,P
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On pose, sii >0, G;(M) = M;/M;+,. Le gradué
n—1 n—1 .
GrM =@ G M) =P M/7"'M
i=0 i=0

est un O¢ p-module.
On définit de méme la premiére filtration canonique de € : ¢’est la filtration

€, =0Cé€_1C---Cé€ Cé="%

telle que pour 0 < i < n, €;4+ soit le noyau du morphisme canonique surjectif
€; — €ijc. Onadonc €;/€; 11 =€c, €/€; =€c,. On pose, sii >0,

Gi(€) =%i/€it1.
Le gradué Gr € est un O¢c-module.

Définition 2.2.2. La seconde filtration canonique de M est la filtration
MO=0cMVc...cM VM =M

avec M) ={u e M;7u=0).SiM,={00CMy_1 C---CM CMy=M
est la (premiere) filtration canonique de M ona M; C M"~" pour 0 <i <n.On
pose, sii > 0, GOM)=MD /M=) Le gradué Gry M = @le GY(M) estun
@c,p—module.

On définit de méme la seconde filtration canonique de € :

eV ={0ceVc...ce"Vceg™=c¢.
On pose, sii > 0,
G(i)(%) :%(i)/%(i—l).

Le gradué Gr; € est un O¢-module.

2.3. Invariants.

Définition 2.3.1. L'entier R(M) = rg(Gr M) s’appelle le rang généralisé de M.
L’entier R(€) = rg(Gr€) s’appelle le rang généralisé de €. On a donc R(€) =
R(€p) pour tout P € C.

Définition 2.3.2. L’entier Deg(€) = deg(Gré) s’appelle le degré généralisé de €.
Si R(€) > 0 on pose

_ Deg(€)
u(€) = R@

et on appelle ce nombre la pente de €.
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Le rang et le degré généralisés sont additifs, ¢’est-a-dire que si 0 - €' — € —
¢” — 0 est une suite exacte de faisceaux cohérents sur C,, alors on a

R(€) =R(€)+ R(€"), Deg(é)=Deg(¢)+Deg(€").

Il sont également invariants par déformation.

2.4. Faisceaux quasi localement libres. Soit P un point fermé de C. Soit M un
0, p-module de type fini. On dit que M est quasi libre s’il existe des entiers
my, ..., m, non négatifs et un isomorphisme M =~ @;’:1 m;0; p. Les entiers m,
..., m, sont uniquement déterminés. On dit que M est de type (my, ..., m,). On
aRM)=Y"_,i.m;.

Soit ‘€ un faisceau cohérent sur C,. On dit que € est quasi localement libre en
un point P de C s’il existe un ouvert U de C, contenant P et des entiers non

négatifs my, ..., m, tels que pour tout point Q de U, €, o soit quasi localement
libre de type my, ..., m,. Les entiers my, ..., m, sont uniquement déterminés et ne
dépendent que de €, et on dit que (my, ..., m,) estle type de €. Sur un voisinage

de P, € est alors isomorphe a @f: 1 m;0;.

On dit que € est quasi localement libre s’il ’est en tout point de C,,.

D’apres [Drézet 2006, théoreme 5.1.3] € est quasi localement libre en P si et
seulement si pour 0 <i < n, G;(€) est libre en P.

Il en découle que € est quasi localement libre si et seulement si pour 0 <i < n,
G, (¥) est localement libre sur C.

2.5. Construction des faisceaux cohérents.

2.5.1. On décrit ici le moyen de construire un faisceau cohérent € sur C,, connais-
sant €)c et €1, qui sont des faisceaux sur C et C,,_; respectivement.

Soient & un faisceau cohérent sur C,_; et E un fibré vectoriel sur C. On
s’intéresse aux faisceaux cohérents € sur C, tels que €c = E et €1 = F. Soit
0 —-> % - € > E — 0 une suite exacte, associée a o € Extén (E, %). On voit
aisément que le morphisme canonique g : € ® $¢ — € induit un morphisme

Pz p(0): EQL — 9'7|C-

On a €|c = E et €1 = F si et seulement si g g (o) est surjectif [Drézet 2009,
lemme 3.13].
D’apres la proposition 3.14 de [Drézet 2009], on a une suite exacte canonique

Oy
2-1) 0— Ext}_(E,FV) — Ext}, (E, %) —> Hom(E ® L, Fc) —= 0.

2.5.2. On suppose que n > 3. On s’intéresse maintenant aux extensions 0 — & —
€ — E — 0 associées aux éléments o € Ext(]@n (E, &) tels que @g p(o) =0
(donc o€ ExtéC(E , @(1))). Dans ce cas € est localement isomorphe a & @ E,
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d’apres [Drézet 2009, 2.4]. Plus précisément dans la suite exacte (2-1) le terme
ExtéC(E , FD) est en fait H'(¥om(E, F)). On peut donc représenter ¢ par un
cocycle (f;;) relativement a un recouvrement ouvert (U;) de C,,, f;; étant un mor-
phisme E|y,;, — Fy,;. D’apres la proposition 2.2 de [Drézet 2009], le faisceau €
est obtenu en recollant les (% @ E)|y, au moyen des morphismes

I3 fi
0 Ig)’

On suppose maintenant que ¥ est localement libre sur C,,_;. Soit F =% |c® L1,
on adonc Y = F® L"~!. En utilisant la construction précédente de € au moyen
d’un cocycle on voit aisément que €;c = (F ® L) @ E, et qu’on a une suite exacte

0— FRL!' —¢V s E 0,
qui est associée a 0.

2.5.3. Construction des fibrés vectoriels. On suppose que & est un fibré vectoriel
sur C,_1. On veut construire et paramétrer les fibrés vectoriels E sur C, tels que
£y =%. 1l convient donc de prendre E = F|c ® L~ et de considérer les extensions
0— % > FE— E — O telles que I’élément associé¢ o de Ext(}jn (E, %) soit tel
que g (o) : EQ L - E ® L soit I’identité de £ ® L. Si E est simple on
montre aisément, en utilisant le fait que deg(L) < 0, que deux éléments o, o’
de <I>§’1E(I EeL) définissent des fibrés vectoriels E isomorphes si et seulement si
o = o’. Dans ce cas les fibrés vectoriels recherchés sont donc paramétrés par
I’espace affine CD%IE(IE@L) ~ Extéc (E,EQ® L™ 1.

2.6. Filtration de Harder—Narasimhan. Nous supposons encore que deg(L) < 0.
On montre ici que la filtration de Harder—Narasimhan d’un fibré vectoriel sur C,
n’est pas nécessairement constituée de faisceaux quasi localement libres. Cela en-
traine que dans 1’étude de la (semi-)stabilité des faisceaux localement libres (ou
a fortiori quasi localement libres) il faut aussi considérer des sous-faisceaux sans
torsion non nécessairement quasi localement libres.

Soient P un point fermé de C, et $p son faisceau d’idéaux. Soient z € Oz p un
générateur de I’idéal de C et x € Oy p au dessus d’un générateur de I’'idéal de P
dans O¢ p. On a donc $p p = (x, z). On a une suite exacte de Oy p-modules

(2-2) 0—= (x,2) %= 20, p —= (x,5) —0,
ou pour tous a, b € Oy p

a(ax +bz) = (—az, ax + bz),
B(a,b) =ax +bz.
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On va globaliser cette suite exacte afin d’obtenir des suites exactes
(2-3) 0—9pRD—FE— $p — 0,

ou D est fibré en droites sur C; et E un fibré vectoriel de rang 2 sur C,. Le faisceau
%xtéz ($p, $p ® D) est concentré au point P. On en déduit qu’il existe une section
s de %xtéz ($p, $p ® D) dont la valeur en P correspond a 1’extension (2-2).

On a un morphisme surjectif canonique

W : Extg, (9p, $p @ D) —> HO(€xtg (9p, $p @ D)).

Donc W~!(s) est non vide. Si 0 — $p @ D — € — $p — 0 est une extension
associée a un élément de W~!(s), le faisceau € est localement libre. L existence
des extensions (2-3) est donc prouvée.

Proposition 2.6.1. So0it 0— $p XD — E— $p — 0 une extension, ou D est un fibré
en droites sur C et | un fibré vectoriel de rang 2 sur C,. Alors si deg(D)c) > 0,
le faisceau $p @ D est le sous-faisceau semi-stable maximal de E.

Démonstration. Soit 7€ C [ le sous-faisceau semi-stable maximal de E. On a R(¥() =
1,2 ou 3.

On note L, le faisceau d’idéaux égal a 0, sur Co\ P et & (x) au point P. C’est
un fibré en droites sur C; et on a ﬁ; ~9p® I]_;l. On a donc une suite exacte

0— 9D —>E' QL ®D— $p — 0

En considérant cette suite exacte on se ramene au cas ou R(#) = 1 ou 2.

On montre d’abord que $p est semi-stable. Soit & C $p un sous-faisceau propre
tel que $p/F soit sans torsion. On a alors R(%) = 1, donc F est concentré sur C,
et est donc contenu dans ($p)") = L. Donc

1(F) < deg(L) < pu(9p) = 5(deg(L) — 1),

car deg(L) < 0.

Supposons d’abord que R(#) =1.Si #H C Fp @D on a w(H) < u($p @ D) (car
Ip ® D est semi-stable), ce qui contredit la maximalité de #. Si # ¢ $p ® D, on
peut voir # comme un sous-faisceau de $p, donc pu(#) < u($p), donc wu(#) <
©w($p ® D), ce qui est absurde.

On a donc R(3€) = 2. Soit r le rang généralisé de 'image AU de ¥ dans $p. Si
r=0ona# =9%p®D, ce qu’il fallait démontrer. Si r = 2 on peut voir ¥ comme
un sous-faisceau de $p et on a alors encore u () < u($p), ce qui est impossible.

Il reste a traiter le cas ol » = 1 en montrant qu’il est impossible. Soit d le degré
de U (qui est concentré sur C). On a, puisque # N ($p ® D) est aussi de rang
généralisé 1,

deg(W) <deg(L) et deg(#N($p@D)) <deg(L)+deg(Dc).
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Donc
() < deg(L) + 5 deg(Dyc) < 5(deg(L) — 1) +deg(Dic) = u(9p @ D),
ce qui contredit la définition de . U

Remarque 2.6.2. Si on suppose que deg(D;c) = 0 on obtient des fibrés vectoriels
E semi-stables de rang 2 sur C, dont la filtration de Jordan—Ho6lder n’est pas cons-
tituée de faisceaux quasi localement libres.

3. Faisceaux quasi localement libres de type rigide

Dans toute la suite de cette section on considere une courbe multiple primitive
C,, de courbe réduite associée C. On utilise les notations de 2.1, et on suppose que
deg(L) < 0.

3.1. Définitions. Soit € un faisceau cohérent quasi localement libre sur C,,. Soient
a=1[R(€)/n] etk = R(€) —an. On a donc R(€) = an + k. On dit que € est de
type rigide s’il est localement libre si k = 0, et localement isomorphe a a0, & Oy
si k > 0. Si k > 0 cela revient a dire que € est de type (my, ..., m,), avec m; =0
sii Zk,netmy=0oul.

Le fait d’€tre quasi localement libre de type rigide est une propriété ouverte :
autrement dit si Y une variété algébrique integre et & une famille plate de faisceaux
cohérents sur C, paramétrée par Y, alors I’ensemble des points y € Y tels que
€, soit quasi localement libre de type rigide est un ouvert de Y [Drézet 2009,
proposition 6.9].

Supposons que € soit quasi localement libre de type rigide et que k > 0. Alors
E =€c, estun fibré vectoriel de rang a + 1 sur Cy, et F =€, est un fibré vectoriel
de rang a sur C,_;. Donc € est une extension

O—F—¢—FE—0

d’un fibré vectoriel de rang a + 1 sur Cy par un fibré vectoriel de rang a sur C,,_y.
De méme V = €® est un fibré vectoriel sur C et on a une suite exacte

0—>\/—>%—>[F®[I_*k—>0.

Posons E =%¢c =E|c, F= Gr(®®L*= I]:|C®L_k. Alorsonarg E=a+1,
rgFF=a,et

(Go(®), G1(®),...,Guo1(®))=(E,EQL, ..., EQL* " FQ L, ..., FQL"™.
Donc

Deg(¥€) = kdeg(E) + (n — k) deg(F) + 3 (n(n — Da + k(k — 1)) deg(L).
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On a
G =%/¢""V=%,_10L""=G,_1(®)® L' =F.

Posons V = G0 (€) @ LK = Vic ® LK. On a gV =a+1, deg(V) =
deg(E) — (n — k) deg(L), et
(G™®),G" V@), ...,V (%)
=(F,F®L,...,.FL" ™ veL™* .. veL").
Les morphismes canoniques
Gi(€)® L— Gi11(é), G e L —= GV (¥

définissent un morphisme surjectif ¢ : E — F et un morphisme injectif  : F — V.
D’apres [Drézet 2009, corollaire 3.4], on a un isomorphisme canonique

ker ¢ ~ (coker ¢) ® L"*.

Posons D =ker ¢. C’est un fibré en droites sur C. On a des suites exactes

0 D E¢F 0,

v
0 F 1% D® LF"——0.

3.1.1. Notations. Onpose Ex =FE, Fg=F, Vg =V, Dg=D,
Ppe=¢:Eg—> Fg et yYg=¢: Fg—> Vg.

On a une suite exacte canonique

(%)% 0— Fe®L" % — Ve® L" ¥ — Ey —> Fy —> 0.

3.1.2. Construction et paramétrisation. On cherche ici a décrire comment on peut
obtenir les faisceaux quasi localement libres de type rigide € précédents. On part
d’abord d’un fibré vectoriel F sur C,_; de rang a > 1 (voir 2.5.3 pour la construc-
tion et la paramétrisation des fibrés vectoriels) qui sera €. On construira ensuite
successivement €;_1, ..., €1, €. Il y a deux cas différents : le passage de F a €;_1,
etceluide €; a6;_; sil <i <k.On va donc étudier dans les sections suivantes
les deux étapes suivantes :
La premiere étape consiste a étudier les extensions

0—wF—%¢—H—0

sur C,_k+1, ou H estun fibré vectoriel de rang a+-1 sur C, telles que le morphisme
induit ®f g : H — [F|c soit surjectif (voir 2.5). Le faisceau € est alors quasi locale-
ment libre de type rigide, et localement isomorphe a a0,,_44+1 @ Oc.Onaé,c = H
eté =F.
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Dans la seconde étape on part d’un faisceau quasi localement libre de type rigide
Gsur Cp_g+i, 1 <i <k, localement isomorphe a a0, _x; ® 0;. Soit H=%c® L1
On s’intéresse alors aux extensions

0—Y—¢€—H—0

sur C,_i+i+1 telles que le morphisme induit 4 5 : H ® L — H ® L soit I'iden-
tit¢ de H ® L. Le faisceau € est alors quasi localement libre de type rigide, et
localement isomorphe a a0, 441 ® 0;41. Ona€;c = H et € =4.

3.2. Construction et paramétrisation — premiére étape. On décrit ici la premieére
étape évoquée dans 3.1.2, dont on conserve les notations.
On pose F =Fic ® L' Soient o € Exténik(H, ) et

0O—F—>%% — H—0

I’extension correspondante. On suppose que ¢ = $p (o) ® I1-1 : H — F est
surjectif. Soit D =ker¢. Ona E¢, = H, F¢, = F, et une suite exacte

(3-1) 0—FRL"* Ve ®@L"*—D—0.

On a d’apres 2.5.1 une suite exacte
P
0 — Bxt}_(H, F® L"*) —Ext{_ (H,F) —" Hom(H, F) —> 0.

Lemme 3.2.1. L’image de o dans Exténik+1 (D, ) est contenue dans
Exty (D, F® L"),
et c’est I’élément associé a la suite exacte (3-1).

Démonstration. Soit o’ I’image de o dans Exténik+1 (D, F). La fonctorialité de ¢ g
par rapport a [ et H entraine que ®5 p(o’) =0. On a donc bien d’apres 2.5.2 0’ €
Ext(l% (D, F® L"%). D’apres [Drézet 2005, proposition 4.3.1] on a un diagramme
commutatif avec lignes exactes

0 F ¥* D 0
0 F € H 0

I’extension du haut étant associée 2 o’. On a ¥V %((,1)

suite exacte

, et d’apres 2.5.2 on a une

0— FRQL"* - 9%VeL"* —D—0.

Il en découle que H) = e = Ve, . D’apres 2.5.2 ¢’ correspond bien a I’extension
(3-1). O
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Proposition 3.2.2. Pour toute extension
0— FRL"* WL *—D—0

sur C il existe og € CIDEIEF (¢ ® I1) tel que ’extension précédente soit isomorphe a
I’extension

0— FRL' ™ — Vg ®L"* — D—0.
Démonstration. Cela découle du lemme 3.2.1, du carré commutatif

Exty (H, F® L"*)—Extg,__ (H,F)

| |

Ext} (D, F® L" ") Ext; __ (D,F)
et de la surjectivité du morphisme de gauche. ([

Soient ¢ : H — [Fc un morphisme surjectif et n € EXt(l%ka (D, F). Alors on a
P (o) =¢ @ I et la suite exacte

0— FL'*— V}g%@Ln_k—)D—)O
est associée a n si et seulement si n appartient au sous-espace affine

@@ I Ny (1)
de ExtéH+1 (H, F). Dans cette expression 1 désigne 1’application canonique

Ext, . (H,F)—Extg_  (D,F).

3.3. Construction et paramétrisation — seconde étape. On décrit ici la seconde
étape évoquée dans 3.1.2, dont on conserve les notations.

On suppose que H =%c ® L~ Soient o € EXt(lﬁ“n_ker (H, %) tel que g g (o)
soit I’identité de H ® L et 0 — 9 — €, — H — 0 I’extension correspondante.

Proposition 3.3.1. Ona E¢, =E4q® L™, Fe, = Fg@ L™, Vi, = Vg ® L™ et
(#)¢, = ()@ L.

Démonstration. 11 suffit de le faire avec a0,_;1;+1 @ 0;1; a la place de €, en
utilisant les isomorphismes locaux €, >~ a0, _i;+1 @ 0;41 et la fonctorialité de
(*%)e, , ce qui est immédiat. O

On a d’apres 2.5.1 une suite exacte

P
0 — Ext{_(H,9") —Ext{  (H, 9 —%Hom(H® L,%c) —> 0.

n—k+i+1
Les faisceaux €, considérés ici sont donc indexés par le sous-espace affine
-1 1

(D(g’H(IH®L) de EXt@nkariH (H,%).
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3.4. Construction et paramétrisation — conclusion.

Proposition 3.4.1. Soient k, a des entiers tels que 1 <k <n, a > 0. Soient E, F,
V des fibrés vectoriels sur C de rangs a + 1, a, a + 1 respectivement, et

(3-2) 0—FQL" " 5vL'"*  —SE—F—0

une suite exacte. Alors il existe un faisceau quasi localement libre de type rigide €,
localement isomorphe a a0, @ Oy et tel que (x)¢ soit isomorphe a (3-2).

Cela signifie qu’il existe un diagramme commutatif reliant les suite exactes (*)g
et (3-2):

FQL' k——vgLr* E F

SN

FeQL" % —— Vo @ L" kF —— Eg —— Fg

3.5. Restrictions des faisceaux quasi localement libres de type rigide. Les mé-
thodes précédentes de construction de faisceaux quasi localement libres de type
rigide se font sur le principe suivant : on part d’un tel faisceau & sur C,_; et on en
construit un € sur C, tel que €| = &.

A priori il semblerait plus naturel de chercher un faisceau € tel que €,c, , = %.
Mais c’est impossible car un faisceau quasi localement libre de type rigide sur
C,—1, non localement libre, n’est pas nécessairement la restriction d’un faisceau
du méme type sur Cj, :

Proposition 3.5.1. Soit € un faisceau quasi localement libre de type rigide non lo-
calement libre sur C,, localement isomorphe a a0,,® 0y, aveca>1et1 <k <n—1.
Alors (€c,_,) " est scindé.

Démonstration. Soient P un point fermé de C, et z € 0, p un générateur de I’idéal
de C. On fixe un isomorphisme ép >~ a0, p ® O p. On a alors (€|c,_,)p =
a0,_1,p @ O p, et

EMp=aHeE ™, (€ )"r=a(@H/H) e

L’image du morphisme canonique A : €V — (%ICH)(I) au point P est (F71).
L autre facteur a(z"~2)/(z"!) est ((¢c,_,)n—2) p. On a donc

& e, NV = ((mAr) & &, In—2. 0

4. Dualité et torsion

On considere dans cette section une courbe multiple primitive C,, de courbe
réduite associée C. On utilise les notations de 2.1.
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4.1. Généralités sur la dualité des faisceaux cohérents sur C,. Soient P € C et
M un 0, p-module de type fini. On note M le dual de M :

MY =Hom(M, O, p).

Si aucune confusion n’est a craindre on notera M* = M"". Si N est un O¢ p-
module, on note N* le dual de N : N* = Hom(N, Oc¢ p).
Soit € un faisceau cohérent sur C,,. On note €V le dual de € :

€V = Jom(€,0,).

Si aucune confusion n’est & craindre on notera €Y = €Y. Si E est un faisceau
cohérent sur C, on note E* le dual de E : E* = #om(E, O¢). Ces notations sont
justifiées par le fait que EY # E*. Plus généralement on a, si i un entier tel que
1 <i < n et € un faisceau cohérent sur C;, un isomorphisme canonique

€V =gV @ g,

($¢ désignant le faisceau d’idéaux de C, qui est un fibré en droites sur C,,_1). En
particulier, pour tout faisceau cohérent E sur C, on a EV» ~ E* @ L"~! [Drézet
2009, lemme 4.1].

Pour tout entier i tel que 1 <i < n, on a () = (€,)" [Drézet 2009,
proposition 4.2].

4.1.1. Sous-faisceau de torsion d’un faisceau cohérent sur C,. Soient P un point
fermé de C et x € 0, p un élément au dessus d’un générateur de I’idéal maximal
de Ocp. Soit M un 0, p-module de type fini. Le sous-module de torsion T (M) de
M est constitué des éléments annulés par une puissance de x. On dit que M est
sans torsion si ce sous-module est nul. C’est donc le cas si et seulement si pour
tout m € M non nul et tout entier p > 0 on a x’m # 0.

Soit € un faisceau cohérent sur C,,. Le sous-faisceau de torsion T (€) de € est
le sous-faisceau maximal de € dont le support est fini. Pour tout point fermé P de
ConaT(€)p=T(€p). On a donc une suite exacte canonique

0—T@®) —¢€—¢€"Y —0.

4.1.2. Faisceaux réflexifs. Un faisceau cohérent € sur C, est réflexif si et seule-
ment si il est sans torsion [Drézet 2009, théoréme 4.4], si et seulement si €V est
localement libre sur C [Drézet 2009, proposition 3.8].

4.2. Dualité des faisceaux de torsion. Soit T un faisceau de torsion sur C,. Alors
on a évidemment TY = 0. On appelle dual de T le faisceau

D, (T) =éxtg (T,0,).
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S’il n’y a pas d’ambiguité sur n, on notera plus simplement T = D,,(T). Rappelons
que %xti@n (T, 6,) =0 pour tout i > 2, d’apres le corollaire 4.6 de [Drézet 2009].

Proposition 4.2.1. Soit T un faisceau de torsion sur C;, 1 <i < n. Alors on a un
isomorphisme canonique

D,(T)~D;(T)@L"".
Bien stiron a D;(T) @ "~/ ~ D;(T).

Démonstration. D’ apres la proposition 2.1 de [Drézet 2009] on a un isomorphisme
D;(T) ~ %xtén (T, 0;). On considere la suite exacte

r

0—0;® | Rt 0, 0,—i 0.

Il suffit de montrer que le morphisme induit par r
@ : Gxty (T, 0,) —> €xty (T,0,—;)

est nul.
On considere une résolution localement libre de T :

-, f2 E, fi E T 0.

Soient P un point fermé de C et z € 0,p une équation de C. Alors %xtén (T,0,)
est isomorphe a la cohomologie de degré 1 du complexe dual

'ty

t
fi

[EE)/ — [E\l/
et %xtén (T, 0,—;) est isomorphe a la cohomologie de degré 1 du complexe obtenu
en restreignant le précédent a C,_;. Le morphisme @ provient du morphisme de
complexes

’fi

[E(\)/ [Ei/ [EE/

bk

EDic,s —— EDc,y —= Eie,s

(les fleches verticales étant les restrictions).

Soient P un point du support de T et z € O, p une équation de C. Soient o €
%xtén (T,0,)p et u € ker'f, au dessus de «. Puisque T est concentré sur C;, la
multiplication par 7 %xtén (T,0,)p— %xtl@n (T, 6,) p estnulle. Donc z'u €im "1,
et on peut écrire Zu="£(0),avech ([Eg ) p. On va montrer que 6 est multiple de
Z'. Pour cela on suppose que ce n’est pas le cas, et on va aboutir a une contradiction.
On a donc 6 = z%0’, avec 0 < k < i et 6 non multiple de z. On a 'f; ("' t*¢’) =
Z"u = 0, et puisque 'f| est injectif, on a z"~tk9’ = 0. Puisque n — i + k < n, il
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en découle que 0’ est multiple de z, ce qui est la contradiction recherchée. On peut
donc écrire § = 7'6’, d’ol1 ' (u — 'f1(8")) = 0, et il en découle qu’on peut écrire
u sous la forme u = 'f;(0’) + z" " p. 1l en découle que 7 (1) = "f(7o(8")). On a
donc ®p(x) =0. O

Corollaire 4.2.2. Soit T un faisceau de torsion sur C,. Alors on a h°(T) = hO(TT).

Démonstration. D’apres la proposition 4.2.1, on a, pour tout faisceau de torsion T’
sur C, D,(T) >~ T. Le corollaire en découle, en utilisant par exemple la premiere
filtration canonique de T. (]

Les faisceaux de torsion sur C, et les morphismes entre eux constituent une ca-
tégorie abélienne et noethérienne J,(C,), qui est évidemment une sous-catégorie
pleine de celle des faisceaux cohérents sur C,. La dualité définit un foncteur contra-
variant exact

Dy : T (Cp) —> Tu(Cy).

Proposition 4.2.3. Le foncteur D, est une involution. Donc si T est un faisceau de
torsion sur Cy, il existe un isomorphisme canonique

T~T.

Démonstration. 11 existe un fibré vectoriel E et un morphisme surjectif f :E— T.
Alors € = ker f est un faisceau sans torsion, donc réflexif. On obtient donc en
dualisant la suite exacte 0 - € — E — T — 0 les suivantes :

0 — € —T—0, 0—E—F—T—>0.

Le résultat en découle aisément. O

Si T est un faisceau de torsion sur C,, I’entier 1°(T) s’appelle la longueur de
T.Ona

hO(T) =) " dime(Tp).

pPeC

Lemme 4.2.4. Soit T un faisceau de torsion sur C,. Alors on a ho(G;(T)) =
O (GYHD(T)) pour 0 <i < n.

Démonstration. Découle aisément du [Drézet 2009, corollaire 3.4]. O

Corollaire 4.2.5. Soit T un faisceau de torsion sur C,. Alors on a, pour 1 <i <n,
des isomorphismes canoniques

Mi~Tel, @OO=TT, "d=~6M.
Démonstration. De la suite exacte 0 — T; — T — T/T; — 0 on déduit la suivante :

0—>f/\ﬁ—>ff—>ﬁ]'7]—>0.
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D’apres la proposition 4.2.1, f/f est concentré sur C;. On a donc ﬂf, c (Y.
Mais le lemme 4.2.4 entraine que ho(fﬁfi) = ho((fr)(i )), donc on a en fait I’égalité.
1l en découle que [T;] ~ [T]; ® L.

Le dernier isomorphisme découle de la suite exacte

00— G(i+1)(T~T) — [—ﬁ—]i RL— ["ﬁ']iH —0

(voir [Drézet 2009, lemme 3.2]), du fait que par définition on a G;(T) =T;/T; 41,
et du premier isomorphisme. U

4.3. Dualité des faisceaux sans torsion. Soit € un faisceau cohérent sans torsion
sur C,,. 11 est donc réflexif (voir 4.1.2). Les faisceaux €;, €@ le sont donc aussi,
étant des sous-faisceaux de €. Mais les faisceaux €/¢€; ne le sont pas en général.
On note ¥;(€) le sous-faisceau de torsion de €/%€;, et T;(€) celui de G;(€).

Pour 1 <i < n, on note €[i] le noyau du morphisme canonique surjectif

€ €, (€c)".

Proposition 4.3.1. Soit € un faisceau cohérent sans torsion sur C,. Alors, pour
1<i<n:

(i) On a un isomorphisme %;(€") ~ % ® L', et une suite exacte
0— (V) — (€)' oL — %;(¢") — 0
canoniques.
(ii) On a un isomorphisme canonique €[i]¥ ~ (€Y); ® L.

(iii) 1l existe un morphisme canonique ¢;(€): X;+1(€) — X; (€) tel que ker ¢; (€) =~
T;(€), et que coker ¢; (€) = R;(€) soit concentré sur C.

(iv) 1l existe une inclusion canonique
G(H_l)(%v)(_) G, (%)* ® Ln—l
telle que le quotient soit isomorphe a R; (€).

Démonstration. En dualisant la suite exacte 0 — €; — € — €/€; — 0, on obtient
la suite exacte

P

0— (¢/€)" — €' — (¢)" — %xtén (€/€;,0,) =%;(€) — 0.

D’apres la proposition 4.2 de [Drézet 2009] on a (€/%;)" = (€Y)?. On en déduit
la suite exacte

4-1) 0— &), 0L — (¢) — E,E_%/) — 0.
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En la dualisant et tensorisant par L=/, et en utilisant la proposition 4.2.3 on obtient
la suite exacte

(4-2) 0— &L — (€)Y — Zi(®) QL — 0,

qui est (4-1) avec €Y a la place de €. On obtient donc 1’isomorphisme canonique
de (i). On en déduit (ii) en dualisant la suite exacte 0 — €; — €[i] —> %;(€) — 0.
On a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes

0 0
0 €it1 (E)ip)Y QL —= %1 1(¢) —=0
0 é; (€M) el (&) —0
G;(®) GU+D (Vv
0 0

ou les suites horizontales proviennent de (4-2) et la suite verticale du milieu du
[Drézet 2009, lemme 3.2]. On en déduit aisément (iii) et (iv). O

4.4. Invariants du dual d’un faisceau cohérent.
Proposition 4.4.1. Soit € un faisceau cohérent. Alors on a
R(€Y)=R(€), Deg(€")=—Deg(¥€)+ R(&)(n—1)deg(L)+h"(T(¥)).

Démonstration. La premilre assertion concernant les rangs est immédiate, par
exemple en se placant sur 1’ouvert ol € est quasi localement libre. Démontrons
la seconde. Soit & = €/T (€), qui est un faisceau sans torsion. On a Deg(€) =
Deg(F)+h%(T (€)), R(€) = R(F) et €” =F", donc la seconde assertion équivaut &

Deg(F") = —Deg(%) + R(F)(n — 1) deg(L).
On peut donc supposer que € est sans torsion. On va montrer que
(4-3) Deg(€¢") = —Deg(€) + R(€)(n — 1) deg(L)

par récurrence sur n. Sin =1 c’est évident. Supposons que # > 1 et que (4-3) soit
vraie pour n — 1. On a donc

Deg((€1)"") = —Deg(¥é1) + R(€1)(n —2) deg(L).
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Mais d’aprés 4.1 on a (€1)" = (€;)V"! ® $¢, donc
Deg((€1)") = Deg((€1)""") + R(€1) deg(L),
d’ou
(4-4) Deg((€1)") = —Deg(€1) + R(€1)(n — 1) deg(L)
(c’est-a-dire que (4-3) est vraie pour ;). D’apres la suite exacte
0— ¢ —¢€—%c—0
on a Deg(€) = Deg(€1) + Deg(€,c). Soit T = T (€|c). On a une suite exacte

0— (€)Y — € — (€)Y — T — 0,
donc
Deg(¢") =Deg((é)c)") + Deg((¢1)") — h%(T).
Mais
Deg((¢)c)") — h*(T) = —Deg(é|c) + (n — 1 R(éc) deg(L),
car (¢c)¥ = (¢c)* ® L"~!. Donc

deg(8") = Deg((¢1)") —Deg(€|c) + (n — DR(&c) deg(L)
= —Deg(é) + R(€)(n — 1) deg(L)
d’apres (4-4). U
Corollaire 4.4.2. Soit € un faisceau cohérent réflexif sur C,. Alors, pour 1 <i <n,
ona
R(END =R@&)., R(E)H)=RE), R(Ec)=REc),
Deg((€");) = —Deg(é;) + (n +i — DR(&;) deg(L) — h° (i (€)),
Deg((€")ic,) = Deg((€)c,)") — i R(€;) deg(L).

Démonstration. Découle aisément des propositions 4.3.1 et 4.4.1. (]

Corollaire 4.4.3. Soient € un faisceau cohérent réflexif sur C,, et i un entier tel
que 1 <i <net R(€;)>0.Alorsona

CE ) = (60 = e DL = e )+ BT (ks + )

5. Conditions d’existence des faisceaux (semi-)stables

Dans toute la suite de I’article on consideére une courbe multiple primitive C,
de courbe réduite associée C. On utilise les notations de 2.1, et on suppose que
deg(L) <O.
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5.1. Criteres de (semi-)stabilité.

Lemme 5.1.1. Soient A, A”, B, B”, E, E” des faisceaux cohérents de rang positif
sur Cp, tels que

R(E) = R(A) + R(B), R(E")=R(A")+ R(B"),
Deg(E) = Deg(A) + Deg(B), Deg(E") = Deg(A”) + Deg(B").
On suppose qu’on a ju(B) > (A), n(A”) = u(A), w(B") > w(B), et que
R(E") - R(A")
R(E) — R(A)
Alors on a w(E") > w(E). Si de plus n(A”) > (A) ou u(B"”) > u(B), alors on
a w(E") > p(E).

Démonstration. D’ apres les hypotheses, R(E”)/R(E) > R(A”)/R(A) équivaut a
R(B")/R(B) = R(A")/R(A), et u(E") — n(E) = A/R(E)R(E"), avec

A = (Deg(A")+Deg(B"))(R(A)+ R(B)) — (Deg(A)+Deg(B))(R(A")+R(B")).

On a
Deg(A”) > De (A)R(A”) Deg(B") > De (B)R(BH)
2(A") 2 Deg(4) L. Deg(B") = Deg(B) o,
Donc A > A/, avec
A = <De (A)R(AN) 4 De (B)R(BN)>(R(A)+R(B))
= PR 8RB

— (Deg(A) +Deg(B))(R(A”) + R(B"))
= (u(B) — n(A))(R(B")R(A) — R(A")R(B)).
Le résultat en découle immédiatement. O

Théoreme 5.1.2. Soient € un faisceau cohérent sans torsion sur C, et k un entier
tel que 1 <k < n et que €y # 0. On suppose que

(5-1) n(@®) < u@), uEH®) < uE).

Alors, si €[k], (€,c,)"", (€")[k] et ((€Y)|c,)"" sont semi-stables il en est de méme
de €.

Si de plus les inégalités de (5-1) sont strictes, et si €[k] ou (€c,
(€V)[k] ou ((€Y)c,)"", sont stables, alors € est stable.

)Y, ainsi que

Démonstration. Supposons que les hypotheéses du théoréme soient vérifiées. Soit

E —= ¢
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un quotient de €. Il faut montrer que 1 (€”) > w(€). On peut supposer que €” est
sans torsion. On a un diagramme commutatif avec lignes exactes

0 €[k] 3 ()" —=0
0 €' [k] €’ )" —=0

ol les deux fleches verticales de droite sont surjectives. Le cas ou €”[k] = 0 est
évident. On supposera donc que €”[k] # 0. Remarquons que les inégalités (5-1)
équivalent a

1w((€c)”) = w(lkD,  n((€)ic)”) = n(€’ kD,

car (€V)® = (€|c;)”. Le morphisme vertical de droite du diagramme précédent
est surjectif, donc on a ;L((%(Ck)w) > n((€c,)"") d’apres la semi-stabilité de
(€)c,)"". Le conoyau du morphisme vertical de gauche est de torsion, donc on a
w(€"[k]) = u(€[k]) d’apres la semi-stabilité de €[k]. D’apres le lemme 5.1.1 on
au(é”) > u(e)si

R(€") - R(€"[k])

R(€) ~ R(é[k])

On peut donc supposer que

R(E") _ R(E'IKD
R® ~ REK)

On utilise maintenant la suite exacte

(5-2)

0—¢"W —-¢ —¢E —0

obtenue en utilisant le fait que €” est réflexif. D’apres la proposition 4.4.1, 1 (€”) >
w(€) équivaut a w(€") > u(€"), et d’apres le lemme 5.1.1, cette inégalité est
vérifiée si

R(€) _ R(E™) _ R(EIKD
R(&) ~ R(6") = R(EVIK])

D’aprés 4.1.1, on a R(€V[k]) = R(€'[k]) et R(€"[k]) = R(€[k]). Donc (5-3)
équivaut a

(5-3)

R(€) _ RCEIK)

(5-4) > :
R(€) — R(é[k])

Puisque € est contenu dans le noyau du morphisme canonique surjectif €; — €}/,
on a

R(€'[k]) = R(€)) < R(€x) — R(€}) = R(€[k]) — R(€"[k]),
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donc on peut écrire
R(€'[k]) = R(€[k]) — R(E"[k]) —n,
avec n > 0. Donc (5-4) s’écrit
R(€") _ R(E"kD +n
R(€) —  R(é[k])
L inégalité précédente est vraie d’aprés (5-2). On a donc bien w(€”) > u(€).
L’assertion concernant la stabilité se démontre de manicre analogue. (|

5.2. Le cas des fibrés vectoriels. On suppose que le genre de C est g > 2.

Théoréme 5.2.1. Soit E un fibré vectoriel sur Cy. Alors, si Ec est semi-stable (ou
stable), il en est de méme de [.

Démonstration. Posons E = Ec. Les filtrations canoniques de E sont identiques,
et leurs gradués sont

(Go(®), G1(®),...,Gp1(€))=(E,EQL,...,EQ L" ™).

Les inégalités (5-1) sont trivialement vérifiées (car deg(L) < 0) pour tout entier k
telque 1 <k <n.

Le théoréme 5.2.1 se démontre par récurrence sur n : pour n = 1 c’est évident.
Supposons que ce soit vrai pour n — 1 > 1. Alors E; est semi-stable (ou stable). Le
théoreme 5.1.2 permet alors de conclure qu’il en est de méme de E. U

5.2.2. Variétés de modules. Soient r, § des entiers tels que » > 1. Posons
R=nr, d=né+ %n(n — D)rdeg(L).

Pour tout fibré vectoriel E sur C, tel que E,c soit de rang r et de degré §, on a
R(E) = R et Deg(€) = d. Il découle de 2.5.3 que la variété de modules M(R, d)
des fibrés vectoriels stables de rang généralisé R et de degré généralisé d sur C,
est non vide. C’est un ouvert irréductible et lisse de la variété de modules M (R, d)
des faisceaux stables de rang généralisé R et de degré généralisé d. Pour calculer
sa dimension on considere un fibré stable E tel que R(E) = R et Deg(E) =d. On a

dimM(R,d)) =1 — x(EY®E) = 1 +nr*(g — 1) — n(n — 1)r* deg(L).

5.3. Le cas des faisceaux quasi localement libres de type générique. On suppose
que le genre de C est g > 2.

Théoreme 5.3.1. Soient a, k des entiers tels que a > 0 et 1 < k < n. Soit € un
faisceau quasi localement libre de type rigide, localement isomorphe a a0, @ Oy
et tel que

(5-5) 1(Vig) + sn deg(L) < ju(Fg) < u(Eg) — indeg(L).



316 JEAN-MARC DREZET

Alors si E¢, Fg et Vg sont semi-stables, il en est de méme de €.
Si les inégalités précédentes sont strictes, et si Eg, Fg et Vg sont stables, il en
est de méme de €.

Démonstration. On ne démontrera que la premiére assertion, la seconde étant ana-
logue. On utilise les notations de 3.1. Supposons les inégalités (5-5) vérifiées et
E¢, F¢ et V¢ semi-stables. Alors on a

Chkl=¢ =F, € =F €ki=@ n=FL &) =V".

Donc d’apres le théoreme 5.2.1, €[k], €,c,, €"[k] et (€")|c, sont semi-stables. Un
calcul simple montre que les inégalités (5-5) équivalent aux inégalités (5-1). La
semi-stabilité de ‘€ découle donc du théoreme 5.1.2. U

La semi-stabilité de Eg, Fy et Vg entraine d’autres inégalités :

u(Ee) < u(Fe), n(Fe) < pu(Vee)

(car il existe un morphisme surjectif E¢ — F¢ et un morphisme injectif Fg — V).
Les inégalités précédentes et (5-5) équivalent aux inégalités

W(Ee) < u(Fg) < u(Ee) — -

—k
deg(L).
a+1 e(l)
5.3.2. Variétés de modules de faisceaux stables. Soient a, k, €, § des entiers, avec
a>1letl <k <n.Soient

R=an+k, d=ke+ n—k)s+ %(n(n —Da+k(k— 1)) deg(L).

On note (R, d) la variété de modules des faisceaux stables de rang généralisé R
et de degré généralisé d sur C,. Les faisceaux quasi localement libres € de type
générique stables localement isomorphes a a0, @ Oy, et tels que E¢ et Fg soient de
rang a+1 et a (respectivement) et de degré € et § constituent un ouvert irréductible
de M(R, d), dont la sous-variété réduite associée est notée N(a, k, 5, €).

Théoreme 5.3.3. Siona
€ 8 €—(n—k)deg(L)

a+1 a a+1

N(a, k, 8, €) est non vide.

Démonstration. Les hypotheses et les résultats de [Russo et Teixidor i Bigas 1999]
impliquent qu’il existe des fibrés stables E, F, V sur C, tels que

rgE=a+1, deg(E)=e¢€, r1gF=a, deg(F)=34,
rgV=a+1, deg(V)=¢€—(n—k)deg(L),
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et tels qu’il existe une suite exacte
0—FRL " —vVveL % —E—F-—0.

D’apres la proposition 3.4.1 il existe un faisceau quasi localement libre de type
rigide €, localement isomorphe a a0, @ Oy et tel que (x)¢ soit isomorphe a la suite
exacte précédente. D’apres le théoreme 5.3.1, € est stable, et définit donc un point
de N(a,k,$, €). (]

5.4. Exemple d’application a des faisceaux non quasi localement libres. Soient
[ un fibré vectoriel sur C,,, E = [E|c et Z un ensemble fini de points de C. On pose
z=h%0y). Soient ¢ : E— Oz un morphisme surjectif, et €45 = ker¢. On a deux
suites exactes

0— ¢y —E—0; —0, 0—>[EV—>%;—>©Z—>O.

Le morphisme ¢ se factorise par E. On note E4 le noyau du morphisme induit
E — 0z. On note %;5 le noyau du morphisme induit E;c, , — 0z.

Lemme 5.4.1. On a €y[1] =Ly,
(Egi0)"" = Eg,  E3[11=(€))", ((€s))c) " =E*.

Démonstration. 11 suffit de le démontrer en un point P de Z. Soit z € 0, p une équa-
tionde C et x €0, p au dessus d’un générateur de I’idéal maximal de P dans O¢. Si
r=rglkc,onaéy p>=r0, p® (x,z). On peut donc supposer que €y p = (x, 2).
Il faut montrer que é4[1]p = (z). On a (x, 2)|c = (x)/(x2) ® (z)/(xz, z%). Le
premier facteur est isomorphe a Oc p et le second a C. Donc €4[1]p est le noyau
du morphisme

(x,z) > 0cp, ax+bzr>a
(a désignant I'image de a dans Oc p). On a donc é4[1]p = (z) = E; p. On a
Eplc =Ep @ 0y, donc (%¢|C)VV = Ey.
On a %;[1] = ((€4)1)" @ L d’apres la proposition 4.3.1(ii). On a un diagramme
commutatif avec lignes exactes

0—=EQL"'=(¢y)) —=¢€y — ()1 ®L' —=0

0 EQ L' ' =D E Ec,., —0

On en déduit immédiatement la troisieéme égalité. On a enfin

(&))" =&Y =(Ex L"H =E* 0
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Théoréme 5.4.2. Sionaz < —rg E deg(L) et si E et E4 sont semi-stables, alors
€y est semi-stable. Si I’inégalité est stricte et si E et Ey sont stables, il en est de
méme de €.

Démonstration. Cela se démontre aisément par récurrence sur n, en utilisant le
lemme 5.4.1 et les théoremes 5.1.2 et 5.2.1. (]
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