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Fronts d’onde des représentations tempérées
et de réduction unipotente pour SO(2n + 1)

Jean-Loup Waldspurger

Soit G le groupe spécial orthogonal SO(2r + 1) défini sur un corps p-adique F.
Soit 7 une représentation admissible et irreductible de G (F) qui est tempérée et
de réduction unipotente. On démontre que 7 admet un front d’onde et ’on en
donne une méthode de calcul dans certains cas particuliers.

Let G be a special orthogonal group SO(2n + 1) defined over a p-adic field F.
Let 7 be an admissible irreducible representation of G (F) which is tempered
and of unipotent reduction. We prove that 7 has a wave front set. In some
particular cases, we give a method to compute this wave front set.

Introduction

Soit F un corps local non archimédien et de caractéristique nulle et soit z > 1 un
entier. On suppose p > 6n 44, ou p est la caractéristique résiduelle de F'. Le groupe
spécial orthogonal SO(2n 4 1) a deux formes possibles définies sur /. Une forme
déployée que nous notons Gjg, et une forme non quasi-déployée, qui est une forme
intérieure de la précédente et que nous notons G,,. Soit § = iso ou an et soit
une représentation admissible irréductible de G (F) dans un espace complexe E.
Pour tout sous-groupe parahorique K de G:(F), notons K" son radical pro-p-
unipotent et EX" le sous-espace des éléments de E fixés par K*. De 7 se déduit
une représentation de K /K* dans EX". Le groupe K /K" s’identifie au groupe des
points sur le corps résiduel [, de F d’un groupe algébrique connexe défini sur .
Lusztig a défini la notion de représentation unipotente d’un tel groupe. On dit que
est de réduction unipotente si et seulement s’il existe K comme ci-dessus de sorte
que EX" soit non nul et que la représentation de K /K" dans EX" soit unipotente.

Soit 7z une représentation admissible irréductible de G (F). Notons g; I’algebre
de Lie de G;. D’aprés Harish-Chandra, dans un voisinage de 1’origine dans gy (F),
le caractere de 7, descendu par I’exponentielle a g; (F), est combinaison linéaire de
transformées de Fourier d’intégrales orbitales nilpotentes. Fixons une cloture algé-
brique F de F et notons V(1) 1’ensemble des orbites nilpotentes © dans gﬁ(F ) qui
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vérifient la condition suivante : il existe une orbite nilpotente O dans gy (F), qui est
incluse dans O et qui intervient avec un coefficient non nul dans le développement
du caractere de 7. On dit que 7 admet un front d’onde si N (7r) admet un plus grand
élément (pour I’ordre usuel sur les orbites nilpotentes). Si c’est le cas, on appelle
ce plus grand élément le front d’onde de 7. Le théoréme principal de I’article est
le suivant.

Théoreéme. Soit § = iso ou an. Alors toute représentation admissible irréductible
de Gy (F), qui est tempérée et de réduction unipotente, admet un front d’onde.

Pour tout entier N € N, notons PP (2N) I’ensemble des partitions symplec-
tiques de 2N (une partition est dite symplectique si tout entier impair y inter-
vient avec une multiplicité paire). Pour une telle partition A, notons Jord®® (1) I’en-
semble (sans multiplicités) des entiers pairs strictement positifs qui interviennent
dans A. Notons PY™(2N) I’ensemble des couples (A, €) ou A € P¥™P(2N) et
€ € [+1)74"® Notons Jtrquad(2n) ’ensemble des quadruplets (A*, €™, A7, €7)
pour lesquels il existe deux entiers n* et n~ de sorte que n™ +n~ =n, (AT, e") €
PYMP(2nt) et (A7, €7) € PY™(2n7). A un tel quadruplet (AT, e, 17, €7), on
peut associer un indice § = iso ou an et une représentation admissible irréduc-
tible m(A 1, et, A7, €7) de G(F), qui est tempérée et de réduction unipotente.
L’indice # est déterminé par une formule simple rappelée en 1.5 Indiquons brie-
vement quel est le parametre de Langlands de cette représentation. Notons Wr le
groupe de Weil de F et Wpr = Wr x SL(2, C) le groupe de Weil-Deligne. Un
parametre de Langlands est un couple (p, x), ou p est un homomorphisme de
Wpr dans Sp(2n; C) et x est un caractere du groupe des composantes connexes
du commutant dans Sp(2n; C) de I'image de p. Dans le cas d’une représentation
(AT, et, A7, €7), la restriction de p a Wr est la somme directe de 2n™ fois le
caractere trivial et de 2n~ fois I’unique caractére non ramifié d’ordre 2. Le com-
mutant de I’image de cette restriction est un groupe Sp(2n*; C) x Sp(2n—; C). Les
classes de conjugaison d’éléments unipotents dans ce groupe sont paramétrées par
PP (2nT) x PYMP (25 7). La restriction de p a SL(2; C) prend ses valeurs dans ce
groupe et I’image d’un unipotent non trivial de SL(2; C) est paramétré par (A, 7).
On voit que le groupe des composantes connexes du commutant dans Sp(2n; C)
de I'image de p est isomorphe & (Z/27)""*") x (7/22)%"¢7). Le couple
(eT, €7) s’identifie A un caractére de ce groupe, qui n’est autre que le caractére x
du couple (p, x).

On note Jttzgad@n) le sous ensemble des (AT, €™, 17, €7) € Trrquaa(2n) tels
que tous les termes de AT et A~ soient pairs. Selon [Waldspurger 2018b, 3.4],
pour démontrer le théoréme, il suffit de prouver que, pour tout (A", e, 17, ™)
élément de Jr™® 4(2n), la représentation 7 (A", €T, A7, €7) admet un front d’onde

quad
(cela résulte d’un argument trivial d’induction).
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Pour une représentation (A1, €T, A7, e7), o0 (AT, et, A7, e7) € Jttzgad(Zn),
on a un résultat un peu plus précis. Dans [Waldspurger 2017], on a étudié une cer-
taine représentation d’un groupe de Weyl définie par Lusztig. En supposant, comme
c’est ici le cas, que tous les termes de AT sont pairs, on a associé a (AT, 1) €
PY™P(2n) un autre couple (AT M0, ¢+ miny g PYMP (25t (voir ci-dessous). De
méme, 2 (A, €7) € PY™P(2n7), on associe un autre couple (A 7>™Min 7 min) ¢
PSY™P (25 7). Introduisons la réunion usuelle de AH™" et A~™" que I’on note
ATminy y—min Cest une partition symplectique de 2. Notons P°™(2n + 1) I’en-
semble des partitions orthogonales de 2n + 1 (une partition est orthogonale si et
seulement si tout entier pair strictement positif y intervient avec multiplicité paire).
On sait bien que ’ensemble P°" (21 4 1) paramétre les orbites nilpotentes dans
gn(F ). Un front d’onde est donc paramétré par un élément de cet ensemble. D autre
part, 2 la suite de Spaltenstein, on définit une dualité d : PY™(2n) — P (2n +1),
cf. 2.6 (elle n’est ni injective, ni surjective, son image est le sous-ensemble des
partitions spéciales dans P (2n + 1)).

Théoreme. Soit

I ~...bp
(AT, €, A7, €7) € Tre g g (2n).

Alors la représentation (A", €, 1™, €”) admet un front d’onde. Celui-ci est pa-
ramétré par la partition d (A -™0 U W),

La preuve de ce théoréme reprend celle de [Waldspurger 2018b]. Posons & =
(AT, eT, A7, €7). Lexistence d’un front d’onde pour 7 se lit sur le caractére
de cette représentation. Celui-ci se calcule en fonction des représentations des dif-
férents groupes finis K /K" dans EX", avec les notations du premier paragraphe
ci-dessus (en vérité, le groupe fini est K7 /K“, ou KT est le normalisateur de K
dans G;(F)). La construction de la représentation 7 (qui est due a Lusztig) permet
d’expliciter ces représentations de groupes finis. On les décrit a I’aide de représen-
tations de groupes de Weyl W, de type B,, ou C,,. Une vieille combinatoire tirée
de [Waldspurger 2001] permet alors de traduire I’existence d’un front d’onde et
son calcul en un probléme concernant exclusivement des représentations de tels
groupes W,,, cf. 1.4. Les objets cruciaux qui interviennent ici sont les représenta-
tions p;+ .+ et p,- - définies par Lusztig (ce ne sont pas ses notations) auxquelles
on a fait allusion ci-dessus. Elles ne sont pas irréductibles en général et on connait
peu de choses sur leur décomposition en représentations irréductibles. On sait tou-
tefois que, disons dans la décomposition de p;+ .+, il y a un €lément minimal qui
est la représentation p;+ .+ associée a (A", 1) par la correspondance de Springer
généralisée. Dans [Waldspurger 2018b], cela nous a suffi pour traiter non pas la
représentation 7, mais son image par I’involution d’ Aubert—Zelevinsky. Le point
nouveau est le résultat de [Waldspurger 2017] qui affirme (sous 1’hypotheése que
tous les termes de AT sont pairs) que la décomposition de p;+ .+ admet aussi un
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élément maximal pour un ordre convenable (cf. 4.1 pour un énoncé précis). C’est
P+min_¢+min @ SgN, OU sgn est le caractere signature. Cette propriété nous permet
de conclure.

Les paragraphes 1 a 3 sont surtout consacrés a des rappels de résultats antérieurs.
On a amélioré certains d’entre eux quand c’était nécessaire. Le théoreme ci-dessus
est démontré au paragraphe 4. Dans le paragraphe 5, nous indiquons comment se
calculent les partitions A*™™ et A =™ (en fait leurs transposées) et nous donnons
quelques exemples de fronts d’onde.

1. Rappel pas tres bref des résultats de [Waldspurger 2018b]

1.1. Partitions, notations. Soit A = (Aq, ..., A,) une suite finie de nombres réels.
Notons 7(A) le plus grand entier j € {1, ..., r} tel que A; # 0. On identifie deux
suites A et A" sit(M) =t(A) et d; = )JJ. pour tout j < #(1). Soit A une telle suite et
soit k € N. Quitte & adjoindre a A des termes nuls, on peut écrire A = (A1, ..., A,)
avec r > k. On pose Sy(A) = A1+ -+ At Evidemment, S (A) ne dépend plus de
k des que k > £(1). On pose S(1) = S;x)(1). On définit la somme A + A’ de deux
suites A et A" : (A +1"); =4 + A/, pour tout j > 1.

Une partition est une suite finie décroissante d’entiers positifs ou nuls. On iden-
tifie comme ci-dessus deux partitions qui ne différent que par des termes nuls.
Pour une partition A = (Aq, ..., A,) et pour un entier i > 1, on note mult, (i) le
nombre d’indices j tels que A; = i. On note Jord(A) I’ensemble des i > 1 tels que
mult,, (i) > 0. Pour tout N € N, on note P(N) I’ensemble des partitions A telles que
S(A) = N et on note P»(N) I’ensemble des couples (o, B8) de partitions telles que
S(a) + S(B) = N. On ordonne les éléments de P(N) de la facon usuelle : A < A’
si et seulement si S (1) < Sg(1)) pour tout k € N. On définit la réunion A U A" de
deux partitions A et A" : pour tout entier i > 1, mult,y,/ (/) = multy (i) + mult;, (i).

Soit A une partition. Pour tout i € N, on note J (i) ’ensemble des j > 1 tels que
Aj=1i.Si1i =0, on considere que J(0) est I'intervalle infini {r (1) + 1, ...}. Pour
i € Jord(A), J(i) est non vide. On note jnin(i), resp. jmax(i), le plus petit, resp.
grand, élément de J (i). On pose jmin(0) =1(A) + 1.

On note Wy le groupe de Weyl d’un systeme de racines de type By ou Cy,
avec la convention Wy = {1}. On note sgn le caractere signature usuel de Wy et
sgncp le caractere dont le noyau est le sous-groupe W]\l,) d’un systeme de racines
de type Dy. Les représentations irréductibles de Wy sont paramétrées par P, (N).
Pour (a, B) € P»(N), on note p(«, B) la représentation paramétrée par (o, 8). Les
représentations irréductibles de WAl,) sont presque paramétrées par le quotient de
P>(N) par la relation d’équivalence («, 8) = (8, o). Presque, parce qu’un couple
de la forme (o, o) parametre deux représentations irréductibles.

Pour tout ensemble E, on note C[E] le C-espace vectoriel de base E. Pour tout
groupe fini W, on note W I’ensemble des classes d’équivalence de représentations
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irréductibles de W. En identifiant une représentation a son caractere, C[W] est
aussi ’espace des fonctions de W dans C qui sont invariantes par conjugaison.

1.2. L’espace R. On fixe pour tout I’article un entier n > 1. On note I" I’ensemble
des quadruplets y = (', 7", NT, N7) tels que

72

FeN, r"eZ, NTeN, N eN, r?4+r/ 4N +/?+N =

Pour un tel y, on pose R(y) = C[WN+] ® C[WNf]. On pose

R=EPR).

yell

On définit un endomorphisme ¢ — sgn®@ ¢ de R de la fagon sulvante i respecte
chaque sous-espace R(y). Pour y comme ci-dessus, pour p+ € WN+ etp” € WN ,
on pose sgn® (pT @ p7) = (p* ®sgn) @ (p~ ®sgn).

On a défini en [Waldspurger 2004, 1.10] un endomorphisme pt. Puisqu’il est
essentiel 2 nos constructions, rappelons sa définition. Soity = (', r”, N*,N7) el
et ¢ € R(y). Posons N = Nt + N~. L’élément pi(¢p) appartient a

P RC.(DFNLN).
Ni,N>eN
Ni4+N,=N
Soit 8 = (', (=1)"'r", N1, N») € I'. Décrivons la composante pi(¢)s de pt(¢)
dans R(5).
On définit un quadruplet d’entiers a = (af“, a, a;r , a, ) par les formules sui-
vantes :

a=1(0,0,0,1) siO<r”"<r'ousir”=0etr estpair;
a=1(0,0,1,00 si—r'<r” <0ousir”=0etr estimpair;
a=(0,1,0,00 sir <r”;
a=(1,0,0,00 sir” <—r'.
Notons A I’ensemble des quadruplets N = (N}, N, N; , N, ) d’entiers positifs
ou nuls tels que
N*=N+NS, N =N +N;, Ni=N/+N;, N=N,+Nj.

Pour un tel quadruplet, posons Wy = WN1+ X WNf X WN2+ X WN{' Ce groupe
se plonge de facon évidente dans Wy, x Wy,, resp. Wy+ x Wy-, et ces plonge-
ments sont bien définis & conjugaison pres. On a donc des foncteurs de restriction
reswx+ "= et d’induction 1ndWN1 Wi On note sgnCD le caractére de Wy qui

est le produit tensoriel des caracteres sgnCD, sgnCD, sgnCD, sgnCD sur chacun des
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facteurs de Wy. Alors

W x W, Wyt x Wy
oL(p)s = Z 1ndW:lX Nz(sgn‘éD(X)reszA\;+X ().
NeN

1.3. Correspondance de Springer généralisée. Soit N € N. On a défini I’ensemble
PY™(2N) dans I’introduction. La correspondance de Springer généralisée dans
le cas symplectique est une bijection de PY™(2N) sur I’ensemble des couples
(k, p) ou

keN et k(k+1)<2N; p € Wy_kthin))2-

Pour (A, €) € PY™P(2N), on note (k; ., px.c) le couple qui lui correspond et on
pose Ny ¢ = N —k; (k). +1)/2. Rappelons comment on calcule k; . On note
i1 >--->1i; lesentiersi € Jordbp()») tels que mult, (7) soit impair. On pose

M=|{h=1,...,t; hestpairete;, =—1}|
—|th=1,...,t; hestimpair et ¢, = —1}|.

Alors, d’apres [Waldspurger 2001] XI1.3, on a
kye=2M si M >0, kye=—2M—-1 si M <0. 1)

On définit une autre représentation p; . du méme groupe Wy, ., cf. [Waldspurger
2004, 5.1]. En gros, p; e est I’action de Wy, _ sur un sous-espace détermin€ par €
de I’espace de cohomologie de plus haut degré d’une certaine variété algébrique,
tandis que p; . est 'action de Wy, . sur un sous-espace analogue de la somme de
tous les espaces de cohomologie de cette variété.

Soit (AT, €T, A7, €7) € Jrrquaa(2n). Pour £ ==+, posons 2n = S(1°), k* =kj¢ ¢,
N¢ =n® — k% (k® + 1)/2. On définit des entiers r’ € N, r” € Z par les formules
suivantes :

+ — + -
si kT =k~ mod 27, y—k erk ok 2k :

+_ 15— _ + —
skt £k mod2Z et kT k-, =K ’; L k +l; +1,

- _ Lt _ + _
sikt #£k™ mod2Z et k™ <k~ p=tt -l ]; L pr— KR +§ +1

Le quadruplet y = (+/, ¥, N*, N™) appartient 4 I". Puisque
R(y) = C[Wy+]® C[Wy-1,

on peut identifier p;+ .+ ® p;- .~ a un élément de R(y), a fortiori a un élément
de R. Dans la suite p;+ .+ ® p; - - désignera cet élément.

Pour M € N, on note P°™(M) 1’ensemble des partitions orthogonales de M.
Pour une telle partition A, on note J ord®? (1) ’ensemble des entiers impairs i > 1 tels



FRONTS D’ONDE DE CERTAINES REPRESENTATIONS TEMPEREES 49

que mult; (i) > 0. On note P°" (M) I’ensemble des couples (1, €) oit A € PO (M)
ete e {171 M) /{1 1}, le groupe {1} s’envoyant diagonalement dans {1}/ ®)
Soit N € N. La correspondance de Springer généralisée dans le cas orthogonal
impair est une bijection de PO (2N + 1) sur ’ensemble des couples (k, p) tels
que
keN, kestimpairet k> <2N +1; pE WN—(kz—l)/z-

Soit (ky.c, py.¢) le couple associé a (A, €) € PO M(Q2N 4+ 1). Soit PN Q2N + 1)—;
le sous-ensemble des (1, €) € PO MQ2N + 1) tels que k) = 1.

La correspondance de Springer généralisée dans le cas orthogonal pair est une
bijection entre Poth(2N) et I’ensemble des couples (k, p) tels que

keN, kestpairetk®> <2N;
sik >0, p e WN—k2/2§

sik =0, p estune classe d’équivalence dans WN—kz /25
deux représentations irréductibles p’ et p” étant ici équivalentes
si et seulement si p’ = p” ou p’ = p” @ sgncp.

Onnote (ky_c, ps.) le couple associé a (A, €) € PO""(2N). On note P (2N );—o
le sous-ensemble des (A, €) € PM(2N) tels que ky ¢ = 0. Quand k) =0, p; ¢
n’est qu’une classe d’équivalence comme on vient de le dire. Autrement dit, p; ¢
est paramétrée par un couple («, B) € P»(N) a ’ordre pres. Si o = B, on pose
,0;6 = Py = pla, B). Si # B, on choisit « et B de sorte que o > B pour I’ordre
lexicographique. On pose pZG = p(a, B) et p, . = p(B, o).

1.4. Caractérisation du front d’onde. On a introduit les groupes Giso et Gy Pour
f = iso ou an, on note Irrypp ¢ I’ensemble des classes d’isomorphismes de re-
présentations admissibles irréductibles de G (F') qui sont tempérées et de réduc-
tion unipotente. On note Irryy;, la réunion disjointe de Irrypip,iso €t IrTiunip,an. On
a défini en [Waldspurger 2018a, 1.5] un espace RP* et une application linéaire
Rep : CIrryyip] — RP¥. A la suite de Lusztig, on a défini en [Mceglin et Waldspur-
ger 2003, 3.16] deux isomorphismes Rep : R — RP¥ et k : R — RP¥. On note
F ’automorphisme de R tel que Rep oF = k. C’est une involution sur le calcul
de laquelle nous reviendrons en 2.5. Pour 7 € Irrtun}R, on note K I’élément de R
tel que k(k;) = Res(rr). Soient n;,ny e Net p; € Wnl, P2 € Wn2 Le quadruplet
= (0,0, ny,ny) appartienta I' et on a R(y) = (D[Wnl] ® C[an] Notons k (y)
la composante de «, dans R(y). C’est une combinaison linéaire de représentations
irréductibles avec des coefficients complexes. On note m (p1, p2) le coefficient de
01 ® p> dans cette combinaison linéaire.
On pose sgn;, = 1, sgn,, = —1. Soit § = iso ou an, soit 7 € Irryyp, ¢, soient
ni, ny € N tels que ny +n, =n et soient (i1, 1) € PO 201 + 1)i—; et (u2, n2) €
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P°™(2n5)4—9. Comme cas particulier de la définition ci-dessus, pour ¢ = =+, on
définit les multiplicités m (p,,,,, & sgn, ,0,52,,72 ® sgn). On pose

My (w1, n1;5 w2, 12)
=Mz (Op,,n ® sgn, p,fm Q@ sgn) + sgn My (o, & g0, P, . @ sgn).

Proposition. Soient § =iso ou an, 7w € Irrypip 3 et p € Poth (25 +1). Alors 7 admet
un front d’onde paramétré par | si et seulement si les deux conditions suivantes
sont vérifiées.

(1) Soient ny,ny € N tels que ny +np, =n et np > 1 si § = an. Soient
(w1, m) € PO Q2ni+ D=1 et (12, m2) € PO (2n2)1=0-

Supposons My (w1, n1; 2, 12) # 0. Alors ju1 U iy < .

(ii) 1l existe ny, ny € N tels que ny +ny =n et np > 1 si § = an et il existe
(w1, m1) € PO Q2ni4+ D=y et (2, m2) € P 2na)i—o

tels que Mz (1, n1; 2, 12) #Z0et (g U pp = .

Cf. [Waldspurger 2018b, 3.7] . Les notations de cette référence étaient 1égere-
ment différente, les multiplicités étaient dans certains cas divisées par 2 mais cela
ne change évidemment pas I’énoncé. D’ autre part, dans [Waldspurger 2018b], la
représentation 7 était d’une forme particuliere, mais cela n’était utilisé que pour
décrire explicitement la fonction «, dans [loc. cit., 3.8], cela n’intervient pas a ce
point.

1.5. Les représentations w(At, €, 17, €7). Soit (A", €T, 17, €7) € Trrquaa(2n).
En utilisant une construction de Lusztig, on a défini en [Waldspurger 2018a, 1.3] la
représentation 7 (A1, €, 17, € 7). Sa paramétrisation de Langlands a été rappelée
rapidement dans I’introduction. C’est une représentation admissible, irréductible
et tempérée de G (F), ou 'indice § est déterminé par la formule

sgnﬁz( I1 e+(i)m““ﬁ<f>)( [1 e-(i)m”“””), (1)

ieJord® (L +) ieJord® (1)

cf. 1.3 pour la définition de sgn,. Notons D I'involution de Aubert—Zelevinski. Elle
permute les représentations admissibles irréductibles de G;(F). On a I’égalité

Res OD(n()"+a E+a )"77 Ei)) = Rep op[‘(p)ﬁ’,e+ ® p)r,e*)’ (2)

cf. [Waldspurger 2018a, proposition 1.11].

L’espace RP est somme directe finie d’espaces vectoriels ayant pour base les
classes d’équivalence de représentations irréductibles et unipotentes de groupes
finis de la forme SO(2n'+1; F,) x O(2n"; F,), avec des notations compréhensibles.
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Chacun de ces espaces est muni d’involutions du mé€me type que D. L’espace RP¥
est ainsi muni d’une involution DP?" et on a prouvé en [Waldspurger 2018a, 1.7]
I’égalité Res oD = DP* o Res. Montrons que I’on a aussi

DP* o Rep(¢p) = Rep(sgn ® ¢) pour tout ¢ € R. 3)

Preuve. Fixons y = (r/,r", N;, N;) € T, p; € VT/]\I1 , P2 € ‘7‘71\/2 et considérons
I’élément ¢ = p; ® p» € R(y). D’apres Lusztig, le couple (7', p;) parameétre une
représentation irréductible 771 d’un groupe fini SO(2n;+1, Fy), ot ny =Ny +r’ 24
et F, est le corps résiduel de F. De méme, le couple (7, p) parameétre une repré-
"2 (Cest
la forme déployée du groupe si r” est pair, non déployée si r” est impair). Le
terme Rep(p) n’est autre que 7| ® . On définit usuellement une involution du
groupe de Grothendieck des représentations de longueur finie de tels groupes fi-
nis (cf. [Carter 1985, 8.2] dans le cas d’un groupe connexe et [Digne et Michel
1994, 3.10] dans le cas non connexe). C’est une somme alternée de composés de
foncteurs de restriction et d’induction. D’apres notre définition de [Waldspurger
2018a, 1.7], DP* (7 ® ;) est le produit tensoriel des images de m| et w, par ces
involutions multipliées par des signes de sorte que ces images soient des représen-
tations irréductibles. D’autre part, pour tout m € N, on définit une involution Dy,
de C[Wm] par une formule analogue : c’est une somme alternée de composés de
foncteurs de restriction et d’induction, cf. [Howlett et Lehrer 1982, corollaire 1].
Les paramétrages (+, p1) — w1 et (", p2) + m, étant compatibles en un sens
plus ou moins évident aux foncteurs de restriction et d’induction, DP* (7} ® 77)
est égal a I’image par Rep de :I:DWN1 (p1) ® DWN2 (p2), le signe étant choisi de
sorte que ce terme soit le produit tensoriel de deux représentations irréductibles.
D’apres [Howlett et Lehrer 1982, corollaire 1], on a Dy, (p) = £p ® sgn pour

tout m € N et tout p € W,,. Donc DP¥ (1) ® 75) est égal a I’'image par Rep de
(p1 ®sgn) ® (p2 ® sgn), c’est-a-dire de sgn ® . U

sentation irréductible 7, d’un groupe fini SO(2n;, Fy), ot ny = Ny +r

Il est clair d’apres sa définition que I’endomorphisme pt commute a la tensori-
sation ¢ > sgn ® ¢. Alors la formule (2) se transforme en

Resom (A*, e, 17, €7) =Repopi((0)+ o+ ®sgn) @ (p;- - @ sgn)).
En utilisant I’égalité Rep = k o F, on obtient finalement 1’égalité

KnGotet ey = F 0 pt((py+ o+ ®sgn) @ (9, - @ sgn)). 4)
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2. Symboles, partitions spéciales, dualité

2.1. Symboles. Pour un couple A = (X, Y) de sous-ensembles finis de N, on dé-
finit le rang rg(A) et le défaut def(A) par

rg(A) = S(X) + S¥) — [(1X] +]Y| — 1)?/4],
ou [-] désigne la partie enticre,
def(A) =sup(|X| — Y1, [Y]—[X]).

On définit une relation d’équivalence entre couples de sous-ensembles finis de N,
engendrée par (X, Y) ~ (X', Y’), ou

X' ={x+1; xe X}Uu{0}, Y ={y+1; yeY}U{0}.

Le rang et le défaut sont constants sur toute classe d’équivalence. On appelle sym-
bole de défaut impair une classe d’équivalence de couples A = (X, Y) tels que
|X| > |Y]| et def(A) est impair. On appelle symbole de défaut pair une classe
d’équivalence de couples A = (X, Y) tels que def(A) est pair (dans le cas pair, on
n’impose pas | X| > |Y]).

Soit m € N. On note S,, imp 1’ensemble des classes d’équivalence de symboles
de défaut impair et de rang m. Pour A € S, jmp, on pose r(A) = (def(A) —1)/2.
On note S, pair ’ensemble des classes d’équivalence de symbole de défaut pair
et de rang m. Pour A = (X, Y) € Sy pair, On pose r(A) = (|X| —[Y])/2. On a
def(A) =2|r(A)].

Remarque. La définition que 1’on utilise ici des symboles de défaut pair est diffé-
rente de celle de [Waldspurger 2018b, 1.2] ot I’on avait identifié les couples (X, Y)
et (Y, X).

Notons %, imp I’ensemble des triplets (r, &, B) our € N, a et B sont des parti-
tions et 72 +r+S(a)+S(B) = m. Remarquons que, puisque les couples de partitions
(o, B) vérifiant la relation précédente parametrent les représentations irréductibles
de W,,_,2_,, on peut identifier X, jmp a I’ensemble des couples (r, p), ou r € N
vérifie r’+r <metpe Wm,rz,r. On définit une application symb : X, jmp — Sy, imp
de la fagon suivante. Soit (r, &, B) € X, imp. On suppose que B a a termes pour un
entiera>0etqueaxenaa+2r+1.0Onpose X =a+{a+2r,a+2r—1,...,0},
Y=8+{a—1,a-2,...,0}, A =(X,Y). Alors, symb(r, &, 8) = A. Remar-
quons que r = r(A). L’application symb ainsi définie est une bijection de X, jmp
sur Sy, imp-

Notons X, pair I’ensemble des triplets (r, a, B) our € Z, a et B sont des partitions
et 2 + S(@) + S(8) = m. On peut identifier X, . 8 I’ensemble des couples
(r, p), ol r € Z vérifie r> <met p € Wm,,z. On définit une application symb :
X, pair = Sm,pair de la fagon suivante. Soit (r, o, B) € X, pair- On suppose que B aa
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termes etque w enaa+2|r|. Sir >0,onpose X =a+{a+2r—1,a+2r-2,...,0},
Y=84+{a—1,a—-2,...,0}.Sir <0,onpose X =F+f{a—1,a—2,...,0}, Y =
a+{a+2|r|—1,a-2|r|—2,...,0}. Onpose A = (X, Y). Alors symb(r, «t, ) = A.
Remarquons que r = r(A). L’application symb ainsi définie est une bijection de
Em,pair sur Sm,pair-
Posons
S = @ (B[Sn’,imp] ® C[Sn”,pair]-

n'+n"=n

D’apres la construction de 1.2, I’espace R s’identifie a

@ C[En’,imp] ® G:[En”,pairl

n'+n"=n

Des bijections symb ci-dessus se déduisent donc un isomorphisme encore noté
symb: R — S.

2.2. Partitions spéciales, cas symplectique. Soit m € N. Une partition symplec-
tique A € P¥™P(2m) est dite spéciale si Ay;_1 et Ap; sont de méme parit€é pour
tout j > 1. On note PY™%?(2m) le sous-ensemble des partitions spéciales. Soit
A une telle partition spéciale. Considérons ’ensemble des éléments i € Jord® (1)
tels que mult, (7) soit impair. S’il a un nombre pair d’éléments, on les note i; >
ip > --->1i;. S’il a un nombre impair d’éléments, on les note i} > ip > --- > i;_1
et on pose i; = 0. Ainsi, ¢ est toujours pair. On appelle intervalle de A un sous-
ensemble de Jord(A) U {0} de I’'une des formes suivantes :

{i € Jord(W) U{0}; inp—1 =i = in} pour h=1,...,1/2;

{i} pourice Jord® (1) U {0} tel qu’il n’existe pas de
h=1,...,t/2 de sorte que ip;—1 > i > ipp.

Parce que X est spéciale, on voit que les intervalles sont formés d’entiers pairs. On
note INnt()x) I’ensemble de ces intervalles. Il est ordonné de fagon naturelle : A > A’
si et seulement si i > i’ pour tous i € A eti’ € A’. L’élément minimal est celui qui
contient 0, on le note A, et on pose Int(A) = I?ft(k) — {Anin}. Pour A € th(k),
on note J(A) I’ensemble des j > 1 tels que A; € A. C’est un intervalle de N, qui
est infini dans le cas A = Apin. On note jmin(A) le plus petit élément de J (A) et,
81 A # Anin, ON NOte jmax (A) le plus grand élément de J(A). On vérifie que

{Jmin(A); A € I~nt()»)} est ’ensemble des j > 1 tels que j soit impair,
Aj soit pair et A;_; > A;, avec la convention Ao = 00;

{/max(A); A € Int(A)} est I’ensemble des j > 1 tels que j soit pair,
Aj soitpairetA; > Ajiq.
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Par la correspondance de Springer, on associe a (A, 1) une représentation irréduc-
tible de W,,. Elle est paramétrée par un couple (« (1), S(1)). Onnote (X (1), Y (1)) €
Sm.,imp I'image de (0, (1), B(1)) par I’application symb. C’est un symbole spécial,
c’est-a-dire que |[X(A)| = |[Y(L)| + 1 et, si on note X(A) = (x; > -+ > X441),
YA =(1>-->yg),0nax; >y >x>y)>--->X4 > ys > Xq41. On appelle
famille de A I’ensemble des symboles (X, Y) € Sy, imp tels que, quitte a remplacer
(X, Y) et (X(A), Y(X)) par des symboles équivalents, on ait

XUY=XMUYQR), XNY=XMNNYQ). (1)

On note Fam(A) la famille de A. On montre que S,, imp €st la réunion disjointe
des Fam(A) quand A décrit I’ensemble PSY™P-5P(2m).

Soit A € P¥™P-P(2m). On montre qu’il y a une unique bijection croissante
A+ xp de I~nt(k) sur X (1) — (X (A) N Y (X)) et une unique bijection croissante
A+ ya de Int(d) sur Y () — (X (A)NY(1)). A un symbole A = (X, ¥) € Fam(3),
on associe deux éléments v € (Z/27)™W et § e (Z/27)"™*) par les formules
suivantes. On suppose les symboles choisis de sorte que (1) soit vérifié. Alors,
pour A € I?lt(k), resp. A € Int(A), on pose

T(A) = [{A" ent(h); A= A, xp €V} +{A" €Int(h); A'> A, yu € X}
+r(A) mod 27,
resp.
§(A)=|{A"eInt(h); A'> A, xp €YY+ [{A"elnt(h); A'> A, ya € X}
mod 27.

Par cette construction, la famille Fam(2) s’identifie a I’ensemble des couples (z, §) €
(Z)22)™P) % (7/27)™P tels que T(Amin) = 0. On note Fam(}) cet ensemble.
Pour (7, §) dans cet ensemble, provenant du symbole A, on pose r(t, §) =r(A).

2.3. Partitions spéciales, cas orthogonal impair. Soit m € N. Une partition ortho-
gonale A € P (2m + 1) est dite spéciale si Ao j €t A2j41 sont de méme parit€ pour
tout j > 1. Tl en résulte que A; est impair. On note P°"5P(2m 4 1) le sous-ensemble
des partitions spéciales. Soit A une telle partition spéciale. Les constructions du pa-
ragraphe précédent s’appliquent. Par la correspondance de Springer, on associe a
(A, 1) une représentation irréductible de W,,, puis un symbole appartenant a Sy, jmp.
Il est spécial. On définit la famille de A, que I’on note Fam(2). On montre que Sy, imp
est la réunion disjointe des Fam(X) quand A décrit I’ensemble PP (2m + 1).

Remarquons que la conjonction des propriétés énoncées ici et dans le paragraphe
précédent entraine qu’il y a une bijection entre PY™PP(2m) et PSP (2m + 1) :
A € PY™P:SP(2m) correspond a € POMSP(2m 4 1) si et seulement si Fam(X) =
Fam(w). En fait, nous utiliserons une autre bijection, la dualité, cf. 2.6.
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2.4. Partitions spéciales, cas orthogonal pair. Soit m € N. Une partition ortho-
gonale A € P°"(2m) est dite spéciale si Ao j—1 €t A2; sont de méme parité pour
tout j > 1. On note P°"™P(2m) le sous-ensemble des partitions spéciales. Soit A
une telle partition spéciale. Considérons 1’ensemble des éléments i € Jord® (1) tels
que multy (i) soit impair. On les note i} > iy > --- > i;. L’entier ¢ est forcément
pair. On appelle intervalle de A un sous-ensemble de Jord(A) de 1’une des formes
suivantes :

{i € Jord(A); ipp_1 =1 > izh} pour h=1,...,t/2;

{i} pourice Jordbp(k) tel qu’il n’existe pas de
h=1,...,t/2 de sorte que izp—1 > i > iyy,.

Parce que A est spéciale, on voit que les intervalles sont formés d’entiers impairs.
On note Int(A) I’ensemble de ces intervalles. Comme dans le cas symplectique,
il est ordonné de facon naturelle. Pour A € Int()), on définit J(A), jmin(A) et
Jmax(A) comme dans le cas symplectique. On vérifie que

{/min(A); A elInt(A)} estl’ensemble des j > 1 tels que j soit impair,
Aj soit impair et A ;_ > A;, avec la convention Ao = 00;

{jmax(A); A € Int(X)} est 'ensemble des j > 1 tels que j soit pair,
Aj soit impair et A; > A ;.

Par la correspondance de Springer, on associe a (A, 1) une représentation irréduc-
tible de Wn? . Elle est paramétrée par un couple («x (1), B(X)), qui n’est déterminé
qu’a I’ordre preés. On impose que o (L) > B(X) pour I’ordre lexicographique (s’il
existe j tel que a(A); # B(A)j, on a a(A); > B(A); pour le plus petit de ces
entiers j). On note (X (1), Y (X)) € Sy pair 'image de (0, (1), B(1)) par I"applica-
tion symb. C’est un symbole spécial, c’est-a-dire que | X (1)| = |Y (A)] et, si on note
XA =@1>->x), YRA) =(y1>--->yz),onax; >y >xa>yy>-->

Xq = Yq. On appelle famille de A I’ensemble des symboles (X, Y) € Sy, pair tels que,
quitte a remplacer (X, Y) et (X (1), Y (1)) par des symboles équivalents, on ait

XUY=XMUYQ), XNY=XMNNYQ). (1)

On note Fam(2) la famille de A. On montre que S, pair €st la réunion disjointe
des familles Fam(X) quand A décrit 1’ensemble PP (2m).

Soit A € PO™:sP(3). On montre qu’il y a une unique bijection croissante A — xx
de Int(A) sur X (1) — (X (A) N Y (L)) et une unique bijection croissante A > ya
de Int(A) sur Y(A) — (X(A) N Y (A)). A un symbole A = (X, Y) € Fam(4), on
associe deux éléments 1,8 € (Z/27)™*) par les mémes formules qu’en 2.2 (a
ceci preés qu'un vant()») figurant dans ces dernieres est remplacé par Int(})). Par
cette construction, la famille Fam()) s’identifie a ’ensemble des couples (7, §) €
(Z/22)"™P) % (7/27)™* On note Fam(}) cet ensemble. Pour (t, §) dans cet
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ensemble, provenant du symbole A, on pose r(t, ) = r(A). Si Int(A) # &, on
note Apin son plus petit élément et on vérifie que

8(Amin) =r(t, 8) mod 27, )
si Int(A) = @, Fam(A) a un unique élément (&, ) eton a r(, @) =0.

2.5. L’involution de Lusztig. Soient m € N et A € PSY™P-5P(2m). On note A(L) =
(X (1), Y(1)) le symbole spécial associé a A. On représente tout élément de la
famille de A par un symbole A = (X, Y) vérifiant la condition 2.2(1). Soient A =
(X,Y), A= (X,Y’) deux éléments de Fam()). On pose

(A, AY=r(A)+r(A)+1XNX'NYW)|+1YNY' NX ()| mod27Z.
Cela définit une application :
(-, ) :Fam(A) x Fam(A) — Z/27.
On définit un automorphisme F de I’espace C[Fam(A)] par la formule

F(A) = |Fam(A)|_% Z (—1)AAI A7,
A’eFam(})

les symboles étant ici identifiés aux éléments de base de C[Fam())]. On vérifie
qu’il est involutif. D’apres ce que ’on a dit en 2.2, I’espace C[S,,,imp] st somme
directe des sous-espaces C[Fam(A)] quand A décrit PSY™P-P(2m). On note F 1’au-
tomorphisme de C[S,, imp] qui est la somme directe des automorphismes de ces
sous-espaces que 1’on vient de construire.

Pour A € Poh:sP(2m), on définit exactement de la méme facon un automor-
phisme F de C[Fam())]. Puis, par somme directe, on en déduit un automorphisme
de C[Sm,pair]-

Dans le cas orthogonal pair, on dispose d’une involution o de Fam(A) : si A =
(X,Y), o(A) = (Y, X). Pour A, A" € Fam()), on vérifie la formule

(0(A), Ay =r(A)+ (A, A') mod 2Z. (1)
Rappelons que
S= P ClSw.impl ® CLSu pair].

s

n',n"eN

n'+n"=n
On a défini des automorphismes F de chacun des espaces qui interviennent ici. Par
produit tensoriel et sommation, on en déduit un automorphisme F de S. On a défini
en 2.1 un isomorphisme symb : R — S. Par celui-ci, on transporte 1’automorphisme
F de S en un automorphisme F de R. C’est I’automorphisme de Lusztig introduit
en 1.4.
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2.6. Dualité. Soit m € N. On a introduit en 2.1 I’ensemble X, imp, que I’on voit ici
comme un ensemble de couples (r, p), ou p € VT/m_,z_,. On définit une involution
de cet ensemble par (r, p) — (r, p ® sgn). Transportons-la en une involution de
Sm,imp Par la bijection symb. On note d I'involution obtenue. Elle se calcule ainsi.
Soit A = (X, Y) € S;u,imp- Fixons un entier a plus grand que tous les termes de X
et Y. Posons

X' =la,....,0)—{a—y; yeY}, Y ={a,...,00—{a—x; x€X}.

Alors d(A) = (X', Y'). Cette formule montre que d conserve la décomposition
en familles, c’est-a-dire que si A et A’ sont dans une méme famille, alors d(A) et
d(A’) sont aussi dans une méme famille. On définit une application appelée dualité
d : PSY™PSP () — PSP (2 4 1) ou d : PO (2m 4 1) — PY™PSP(2m) par la
condition Fam(d (1)) = d(Fam(})). Les deux applications sont inverses 1’une de
I’ autre.

Ces dualités s’étendent en des applications d : PY™ (2m) — PP (2m 4 1)
oud : P (2m 4 1) — PY™P-5P(2m). Rappelons la définition de la premiére, celle
de la seconde étant similaire. Soit A € PY™(2m). La correspondance de Springer
associe au couple (A, 1) € P¥™P(2m) une représentation p, | de W,. Le couple
(0, py,1) appartient & X,, jmp. Il existe une unique partition symplectique spéciale,
que I’on note sp(A), dont la famille contient le symbole symb(0, o, 1). En fait,
on montre que sp(A) est la plus petite partition symplectique spéciale A’ telle que
A <X'. On pose d(A) = d(sp(A)). Cette dualité est décroissante : A < A’ entraine
d)y <dA).

On peut remplacer X, jmp par X, pair dans la construction ci-dessus. On ob-
tient une dualité d qui est une involution de P°™P(2m). Celle-ci s’étend en une
application d : P (2m) — PSP (2m), qui est décroissante.

2.7. Calcul de d()). Soient m € N et A € PY™P(2m). Pour i € Jord()\) U {0},
notons J (i) I’ensemble des indices j > 1 tels que A; = i. C’est un intervalle de
N — {0}, infini si i = 0. On note jyin (i) son plus petit élément et, si i # 0, jmax (@)
son plus grand élément. Considérons 1’ensemble des éléments i de Jord®P (1) tels
que mult, (i) soit impaire. Comme en 2.2, si cet ensemble a un nombre pair d’élé-
ments, on les note i; > - -- > i,. S’il a un nombre impair d’éléments, on les note
ip>--->i_1etonposei;, =0.Pour h =1,...,¢, on vérifie que

Jmin(ip) =h mod2Z et, siip %0, jmax(in) =h mod27Z.

Considérons les éléments de Jord(A) U {0} qui n’interviennent pas dans la suite
i1, ..., I, c’est-a-dire les i € Jord(A) tels que mult, (i) soit pair et aussi 0 dans le
cas ol i; # 0. Notons 7 ()) cet ensemble. On décompose 7 (1) en union disjointe
T uJ”() : J"(A) est'ensemble des i € J () tels qu’il existe h =1, ...,1/2
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de sorte que iz;—1 > i > iz ; J' (M) est son complémentaire. On vérifie que

pouri € J'(A), jmin(i) est impair et, si i # 0, jmax (i) est pair;
pouri € J"(A), jmin(i) est pair et, si i # 0, jmax (i) est impair.
Notons
Pt (1) Densemble des entiers impairs j > 1 tels que A; est pair et A;_; > A;,
avec la convention Ay = o0;
P~ (X)) T’ensemble des entiers pairs j > 2 tels que A; est pair et A; > A1 1;
Q7 (1) TI’ensemble des entiers pairs j > 2 tels que A jestimpairet Aj_1 > Aj;

Q7 (X)) T’ensemble des entiers impairs j > 1 tels que A; est impair et A; > A ;1.
Ces ensembles sont disjoints. A 1’aide des propriétés précédentes, on voit que

PT (L) estl’ensemble des jmin(i) pour i =i avec h impair,
ou pour un élément pair i € J'(1);

P~ (L) estl’ensemble des jnax (i) pour i =iy, avec h pair et i, #0
ou pour un élément pair non nul i € J'(1);

Q7 (1) est’ensemble des jyin(i) pour un élément impair i € 7" (1);

O~ (L) estl’ensemble des jyax (i) pour un élément impair i € 7" ().

Ces ensembles sont disjoints. Les éléments de P (1) U P~ (A) apparaissent
presque tous par paires. Un élément de P+ (1) de la forme jyi, (i) pour i = iy, avec
h impair est suivi de I’élément jnax(in4+1) € P~ (A) sauf si iy = 0. Un élément
de PT (1) de la forme jyi (i) pour un élément pair i € J'(A) est suivi de 1’élément
Jmax() € P~(1) sauf si i = 0. Le plus petit élément de P (L) est jmin(i;—1) si
i; =0 o0u juin(0) sii; #£ 0. Il n’est suivi d’aucun élément de P~ (1). Il en résulte
que |[PTA)| = |P~(1)|+ 1 et que, si on note ces ensembles

Pry={pf <---<pl ). P )={p] <---<p;}
on a les relations
Pl <Py <Py <Py < <Py <DPg <Pijy-
On voit de méme que |QT(A)| = |Q~(X)] et que, si on note ces ensembles
Q"W ={g < <q)}, QO W={g < <gq,},
on a les relations

q1+<q1_<q;<q2_<---<q,j<qb_.
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Remarquons que, pour j € QT (1), ona A; = A;4;. En effet, A; est impair, donc
mult; (A ;) est pair. Mais on a aussi A;_1 > A;, d’ou I’égalité cherchée. De méme,
pour j € Q7 (A),onaj>2etA; | =Aj.

Définissons deux suites de nombres

M) =CM1,tR)2,...) et sA)=(@M),sM)2,...)

par les égalités

1 sijePt(h), 1 sijeQt),
t)j=1-1 sijeP (), s);=1-1 sije0 (),
0 sinon; 0 sinon;

Lemme. On a les égalités (i) sp(A) =A+s(A); (i) dA) =1 +C().

Preuve. Posons v = A 4 s(A). Montrons que v est une partition, c’est-a-dire que
v; > vjy pour tout j > 1. Puisque le couple (v, v;;1) s’obtient en ajoutant a
(Aj, Aj41) un couple qui appartient a {—1, 0, 1} x {—1, 0, 1} et puisque A; > 441,
la conclusion est claire sauf si le couple ajouté est (—1,0), (0, 1) ou (—1, 1). Le
premier cas se produit seulement si j € Q7 (). Dans ce casona A; > A4 par
définition de Q™ (A) etalors A; —1 > A ;. Le deuxieme cas se produit seulement si
j+1€ Q%()).Dans ce cas, on a encore Aj > Ajy1 par définition de 0" (1) et alors
%j > Xjy1+ 1. Le dernier cas se produit quand j € Q- (M) et j+1€ QT (1). Ona
encore A; > A1 De plus, A; et A ;41 sont tous deux impairs. Donc A; > A1 +2.
Alors Aj —1> A4+ 1.

L’ égalité des nombres d’éléments de QF (1) et de O~ (A) et la définition de s (1)
entrainent que S(v) = 2n. Une partition u de 2n est symplectique et spéciale si et
seulement si, pour tout entier j > 1 impair, u; et ;41 sont de méme parité et si,
lorsque ces nombres sont impairs, ils sont égaux. Cela équivaut a : pour tout j > 1
impair, si p; ou p ;41 est impair, alors ; = p;41. Montrons que v vérifie cette
condition. Soit un entier j > 1 impair, supposons v; impair. L’entier j n’appartient
pas & QT (%) car il est impair. Il n’appartient pas 8 Q () : sinon A serait impair
et v; = A; — 1 serait pair. Donc s(A); = 0 et v; = A;. Puisque j est impair, que
Aj=v;estimpairetque j & Q" (A),on a A; = A; . Cette égalité entraine que
j -+ 1 n’appartient pas a Q1 (). Il n’appartient pas non plus & Q~(A) car j + 1 est
pair. Donc s(A) ;41 =0, vj;1 =A;4; etonconclut v; =v;,. Une preuve analogue
montre que, si v;41 est impair, on a v; = v;;1. Donc v est symplectique et spéciale.

Soit j > 1. Par construction et d’apres la description des ensembles O (1)
et 07 (1), Sj(v) = S;(A) sauf s’il existe un élément impair i € J" (1) tel que
Jmin(0) < J < jmax(i). S’il existe un tel 7, on a S;(v) = §;(A) + 1. Cela montre que
A <. Soit pu € PYP-P(2n) telle que A < . Ona §;(A) < §;(1). Cela entraine

S;i(w) < 8;(w), ey
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sauf s’il existe i comme ci-dessus. Supposons qu’il existe un tel i et notons sim-
plement j+ = Jmin(@)s j© = Jmax(i). On a j+ € Q+()‘) et j© € Q7 (A). Par
définition de jmin(i), on a Aj+_1 > Aj+. Les entiers Ay, ..., A;+_1 sont tous les
entiers strictement supérieurs a A;+ = i qui interviennent dans A, comptés avec
leurs multiplicités. Puisque A est symplectique, I’entier S;+_; () est pair. Puisque
jt €Ot (d), jT estpair et on sait que i est impair. Donc S;+(A) = Sj+_1(A) +i
est impair et aussi S;+(1) + j*. Puisque A j =i est impair pour j' € {j*,..., j},
on voit que S;(A) + j est aussi impair. Supposons j pair. Alors S; (1) est impair.
Or le fait que p soit spéciale entraine que S;(u) est pair. L'inégalité S;(A) < S;(n)
est alors stricte et on conclut §;(v) = S;(A) +1 < §;(«). Supposons j impair.
On sait que j* est pair et que j~ est impair par définition des ensembles Q1 (1)
et Q7 (). Les hypothéses j € {j*,..., j~ — 1} et j impair entrainent alors que
j—lef{jt,....j-—1}etj,j+1e{jT+1...,j7 —1}. Uégalité (1) est
démontrée pour j — 1 et pour j 4 1 puisque ces entiers sont pairs. D’ol

Si—1(v) =81 (w) et Sj1(v) <81 (w).

De plus, puisque j et j + 1 appartiennent tous deux a {j*+1,...,j~ —1},0ona
v; =1 =v;4. La seconde inégalité ci-dessus se récrit

Sic1W) +2i < S () +pj+ pjg1.
On additionne cette inégalité avec la premiere inégalité ci-dessus et on obtient
Sic1W)+i <81 () + (wj+pjr1)/2.
Evidemment, (u; + pj11)/2 < puj, d’ot
Si—1tW)+i < S (u) +pj.

Le membre de gauche est S;(v), celui de droite S;(u). Cela acheve de démon-
trer (1).

L’inégalité (1) signifie que v < u. On a ainsi démontré que v était la plus petite
partition symplectique spéciale u telle que A < . Cette propriété caractérise sp(A),
ce qui démontre le (i) de 1’énoncé.

Prouvons maintenant que

g =¢(w)+s@). (2)
Par définition de ces suites, cela équivaut aux égalités
PF)=PTMHUQ~ (W), P (M)=P MHUQTM). 3)

La premiere égalité concerne des indices j > 1 impairs. Soit un tel j. Supposons
d’abord j € PT(1). On a v; = }; et ce terme est pair. On a de plus Aj_| > A;.
Si j =1, on a trivialement v;_; > v; et on conclut j € P*(v). Supposons j > 2.
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Certainement, j — 1 ¢ Q7 (A) puisque j — 1 est pair. Donc v;_ > A;_;, d’ou
vj_1 > v;. Alors j appartient a P (v). Supposons maintenant j € Q™ (). Alors
v;j = A; — 1 et &; est impair, donc v; est pair. Comme on I’a vu, I’hypothese
J € Q7 (A) entraine A;_; = A ;. Comme ci-dessus, j — 1 n’appartient pas a Q™ (1)
doncv;_;>%;_1=Aj >v;. Dot j € PT(v). Supposons enfin que j € P (v). En
particulier v; est pair. Si A; est impair, on a nécessairement s(A); # 0 et, puisque j
est impair, j appartient 2 Q™ (1). Supposons A; pair. Alors s(1); est pair donc nul.
Si j =1, on a trivialement A;_; > A; et j appartient 2 P (%). Supposons j > 2.
Puisque j € P*(v),ona vj_1 > vj, autrement dit A;_; +s(A);—1 > A;. Onn’a pas
j— 1€ Q% () car cette relation entraine que Aj_; = A; est impair contrairement
a I’hypothese. Donc s(A) ;-1 < 0. L’inégalité A;_; +s(A);_1 > A; entraine alors
Aj—1>Aj,donc j € PT(A). Cela démontre la premiere égalité de (3). La seconde
se démontre de fagon analogue. Cela prouve (3), d’ou (2).

Dans le cas ou A est spéciale, on a défini I’ensemble d’intervalles I?lt()»). On
voit que PT (L) est ’ensemble des jmin(A) quand A décrit ﬂ(k) etque P~ (1)
est I’ensemble des jmax(A) pour A € Int(A). Alors () est la suite que 1’on a
définie en [Waldspurger 2018b, 1.6]. On a démontré dans cette référence 1’égalité
‘d(\) = A+ ¢ (A). Supprimons I’hypothése que A est spéciale. Par définition, d (L) =
d(sp(A)). D’ou

‘d(2) ='d(sp(n)) = sp(x) + £ (sp(1)).

Puisque sp(A) = v = A + s(A), I’égalité (2) entraine la deuxieme assertion de
I’énoncé. O

Soit maintenant A € P°™(2m). On définit P (1) et P~ (1) en échangeant les
conditions de parité€ sur les A ;. C’est-a-dire

PT(L) Iensemble des entiers impairs j > 1 tels que A j est impair
et Aj_1 > A}, avec la convention Ao = o0;

P~ (1) TI’ensemble des entiers pairs j > 2 tels que A ; est impair et A; > A ;.

Dans ce cas, on a |P*(1)| = |P~(1)|. On définit la suite { comme plus haut.
Nous aurons besoin de I’analogue du (ii) du lemme ci-dessus, mais seulement dans
le cas ou A est spéciale. C’est-a-dire

siaePoMP(2m), ona d(A)=r+c(h). 4)
Cf. [Waldspurger 2018b, 1.7].

3. Induction endoscopique

3.1. L’induite endoscopique de deux partitions spéciales. Soient nj, ny € N tels
que 1y 41y =n et soient A; € PY™PP(2n1) et Ay € PO (21,). Pour un indice
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J =1, ondit que Ay, resp. Ay j, est de bonne parit€ si A ; est pair, resp. A ; est
impair. Notons

JT  Tensemble des j > 1 tels que j soit impair, A ; et A2 ; soient de bonne
parité et il existe d = 1, 2 de sorte que A4, j—1 > Aq,j
(avec toujours la convention A4 o = 00);

J~ T’ensemble des j > 1 tels que j soit pair, A ; et A2 ; soient de bonne parité
et il existe d = 1, 2 de sorte que Ay, j > Ag,j+1-

On vérifie que |J 7| =|J 7| et que, si on note j;” < --- < j les éléments de J T
etj]_<---<ja_ceuxdeJ_,onajl+<jl_<j2+<-~<ja+<ja_.0ndéﬁnitune
suite &£ = (§1, &2, ... ) de nombres entiers par §; =1si je Jt, §;=—1sijeJ~

et&;=0sij ¢ JTUJ™. On pose
A=A+ +E.

C’est une partition symplectique de 2n, appelée I’induite endoscopique de A; et A,.

Pour unifier les nota@ns, on pose fr?t(kz) = Int(A;). Pour d = 1, 2, posons
Jd,min = {/min(A); A e€lnt(ry)}, Jd,max = {Jmax(A); A €Int(Ag)}. On note j+ =
Jl,min N ]2,min, J = Jl,max N JZ,max,

J = Jl,min U J2,min U Jl,max U J2,maX U {OO}

Appelons intervalle relatif d’indices un sous-ensemble de N — {0} de I’une des
formes suivantes :

(D) {j} pour jeJTUT;

2) {j,...,j'} ou jetj sontdeux éléments consécutifs de 7 tels qu’il existe
un unique d = 1, 2 de sorte que {j, ..., j'} C J(A) pour un A € Int(Ay).

Pour un intervalle relatif d’indices J, on pose D(J) = {A;; j € J}. On appelle
intervalle de A relatif a (A1, A,) un sous-ensemble de Jord(1) U{0} de la forme D(J).
On note INntM, 2, (A) 'ensemble de ces intervalles relatifs. On montre qu’ils sont dis-
joints, formés de nombres pairs et que INnt,\l, 1, (1) est une partition de Jordbp(k) u{0}.
Pour un intervalle relatif D, on note J (D) I’intervalle relatif d’indices J tel que
D = D(J). Les intervalles relatifs sont ordonnés de fagon naturelle : D > D’ si
et seulement si i > i’ pour tous i € D, i’ € D’. L’intervalle minimal est celui
qui contient 0, on le note Dy, et on pose Inty, », (1) = INnt,\l,;\2 (A) — {Dnin}. Pour
D e I’r\ftxl 2, (A), on note jmin(D), resp. jmax(D), le plus petit, resp. grand, élément
de J(D) (on considere que jmax (Dmin) = 00).

Montrons que

pour tout j € 7,
il existe un unique intervalle relatif D tel quej € {jmin(D), jmax(D)}. (3)
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Preuve. L’unicité est claire puisque, quand D parcourt INntM, 2, (1), les J(D) sont
disjoints. Pour j =00, on a j = jmax(Dmin)- Soit j € J différent de co. Supposons
par exemple j pair, le cas j impair étant similaire. La définition de J et cette
hypothese de parité imposent qu’il existe d = 1,2 et Ay € Int(Ay) de sorte que
J = Jmax(Ag). Pour fixer la notation, on suppose qu’il en est ainsi pour d = 1.
L’ensemble des j' € J tels que j' < j n’est pas vide : il contient jmin(A;). No-
tons j~ le plus grand de ces éléments. On a donc jpin(Ay) < j et{j ,...,j}
est contenu dans J(Ay). Si {j, ..., j} n’est contenu dans J(A;) pour aucun
Ay € INnt(Az), il existe par définition des intervalles relatifs un tel intervalle D tel que
J(D)={j",..., jletona j= jmax (D). Supposons qu’il existe un A, € INnt()Q) de
sorteque {j,..., j} C J(A3).Si j = jmax(A2), alors, par définition des intervalles
relatifs, il existe un tel intervalle D tel que {j} = J(D) et on conclut. Supposons
J < jmax(A2). On note jT le plus petit élément de 7 qui soit strictement supérieur

a j. Comme précédemment, on a j* < jnax(A2), Aot {j,..., jT} C J(A). S’il
existait A} € Int(x) vérifiant {j, ..., jT} C J(A)), on aurait A| = A puisque

j € J(Ay) et aussi jmax(A’l) > j* > j. Cela contredit ’hypothése j = jmax(A1).
Un tel A| n’existe donc pas et, par définition des intervalles relatifs, il existe un
tel intervalle D tel que J(D) ={j,..., j1}. Alors j = jnin(D). Ul

On définit une fonction x;, », : INnt,\l, y,(A) = Z/27 de la fagon suivante. Soit
De fﬁ/tkl,kz()»). Si|J(D)|=1, xp,.,(D)=0.Si|J(D)|>2, J(D) est de la forme
(2) ci-dessus et cette relation nous fournit un indice d € {1, 2}. On note x,.,(D)
I’image de d dans Z/27Z. Remarquons que I’on a xy, ., (Dmin) =

On définit I’ensemble P+ 2, (A) formé des jmin(D) qui sont impairs, pour D €
Intx1 x, et]’ensemble Px o (k) formé des jmax (D) qui sont pairs, pour D €lnt;, ,(A).
On définit une SUie &3,.1,(1) = (64,22 (D1, G (2, ) PRI G () = 151 €

)»1 Xz()L) GuaA)j=—1sij GPA_ lz(k) Gy (M) j=0s1j &P AL )Lz()‘)UP);,)Q()\)-

Lemme. C) + (X)) =&y, (M) +E.

Preuve. Restreignons-nous d’abord a I’ensemble des j > 1 impairs. Alors les fonc-
tions ci-dessus sont les fonctions caractéristiques des ensembles P* (1), P*(1y),
Py, .,(2) et JT. 11 s’agit donc de prouver les égalités

PT()UPY() = P, (WUTH; @)
PT()N P = P, (WNJT*. 5)

Rappelons que, puisque A4 est spéciale pour d = 1,2, P*(04) est I'ensemble
des jmin(Ag) pour Ay € Int(Ay). Considérons un j appartenant a I’ensemble de
gauche de (4). Pour fixer la notation, supposons j € P (11). Alors j = jmin(A1)
pour un Ay € Int(A), en particulier j appartient a ’ensemble 7. Si A, ; est impair,
j appartient & J T par définition de cet ensemble. Supposons A ; pair. Soit jT
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le plus petit élément du sous-ensemble des éléments de I’ensemble 7 qui sont
strictement supérieurs a j. Ce sous-ensemble contenant jya.x (A1) (ol il convient ici
de considérer que jimax (A1 min) =00), j T existe etona j* < jnax(A1). Lensemble
{j,...,j*} est contenu dans J(A;) mais, puisque A2, est de mauvaise parité, il
n’existe pas de A, € Int(};) tel que {j, ..., j*} soit contenu dans J(A;). Par
définition {j, ..., j*} est alors égal 2 J(D) pour un intervalle relatif D et on a
J = jmin(D). Donc j € Pﬂ ., (A). Inversement, considérons un j qui appartient a
I’ensemble de droite de (4). Si j € J T, il est par définition de la forme jiyin(Ay) pour
und =1,2etun Ay € Int(Ay). C”Est—é—dire j € PT(Ay). Supposons j € P;\t,,\z (A).
Alors j = jmin(D) pour un D € Inty, ,,(1). Par définition des intervalles relatifs,
J appartient a 7. Puisque j est impair, j est forcément de la forme jin(Ayg) pour
und=1,2etun Ay € fth(Ad). C’est-a-dire j € PT(Ay). Cela prouve (4).

Soit j € PT (A1) N PT(Xy). Alors, pour d = 1,2, j est de la forme jmin(Ag)
pour un Ay € Int(Ay). En particulier, A4 ; est de la bonne parité. Par définition
de J*,ona j € J*. Cela implique que A; est pair. Donc il existe un intervalle
relatif D € I’I\ftM,Az (A) tel que j € J(D). Si j =1, on a forcément j = jyin(D) et
S Px—t 1, (A). Supposons j > 2. Pour d =1, 2, 'hypothése j = jmin(Ag) implique
que {j — 1, j} n’est contenu dans J(A)) pour aucun A/, € Int(A,). Par défini-
tion des intervalles relatifs, {j — 1, j} n’est donc contenu dans J(D’) pour aucun
D e fr?tkl,kz(k). En particulier j — 1 ¢ J(D), d’olt j = jmin(D) et j € P;:’M(k).
Inversement, soit j € P, , () N J7T. Par définition de J*, 1, ; et A, ; sont de
bonne parité et il existe d = 1, 2 et Ay € Int(Ay) de sorte que j = jmin(Ay). Pour
fixer la notation, on suppose que ce d est égal a 1. Donc j € P*(A). L’hypo-
thése que A ; est de bonne parit€é implique qu’il existe A, € Int(A2) de sorte
que j € J(A3). Supposons d’abord que tous les éléments de J soient supérieurs
ou égaux 2 j. Dans ce cas, j = jmin(A2) et j € PT();). Supposons maintenant
qu’il existe des éléments de J strictement inférieurs a j, notons j~ le plus grand
d’entre eux. L’hypothese j € P;q 2, () signifie que j = jmin(D) pour un intervalle
relatif D. Donc {j—, ..., j} n’est de la forme J(D’) pour aucun D’ € Int; ;,(}).
Les entiers j~ et j sont deux éléments consécutifs de 7. Ces deux propriétés et
la définition des intervalles relatifs entrainent que le nombre de d pour lesquels il
existe A/, € Int(Ay) tel que {j—, ..., j} C J(A}) est pair. Pour d = 1, il n’existe
pas de tel A/l car j = jmin(A1). Donc il n’existe pas non plus de tel A’z. En par-
ticulier {j—, ..., j} € J(A3). Puisque {jmin(A2), ..., j} C J(A3), cela entraine
J~ < Jmin(A2), et, puisque jmin(A2) € J, la définition de j~ entraine j < jmin(A2),
d’ou forcément j = jmin(A3). Donc j € PT(A,). Cela prouve (5).

Un raisonnement analogue vaut en se restreignant a I’ensemble des entiers pairs
j=>2. O

On dit que A et A, induisent régulierement A si et seulement si I~nt,\h a, (A) estla
partition la plus fine de J ord®? (A)U {0}, c’est-a-dire si et seulement si tout intervalle
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relatif est réduit a un seul élément. Dans ce cas, xy,.x, est définie sur Jord®? (A)uU{0}
etona x, ,0)=0.

3.2. Une proposition d’existence. Soient n € N et A € P¥Y™P(2n). Fixons une
fonction y : Jord® (1) U {0} — Z/27 telle que x (i) = 0 pour tout i € Jord® (1) tel
que mult, (i) =1 et telle que x(0) =0.

Proposition. 1] existe ny, ny € N tels que ny +n, =n et il existe .y € PY™P(2n))
et hy € PONSP(2n5) tels que

(1) Ap et A induisent réguliérement A ;
(i) dr)Ud(h) =d () ;
(i) xay.0, = X-
La preuve est identique a celle de [Waldspurger 2018b, 1.11]. On Ia refait car,

dans cette référence, on avait bétement supposé que tous les termes de A étaient
pairs. On utilise les notations de 2.7.

Preuve. Notons J* I’ensemble des j > 1 tels que j soit impair, A; soit pair et
Aj > Ajy1. Notons J~ I’ensemble des j > 2 tels que j et A soient pairset A ;1 > A ;.
On voit que J* est ’ensemble des jmax(i) pour i = i, avec h impair ou pour
i € J"(x) NJord®(1). De méme, J~ est 'ensemble des jiin(i) pour i = i), avec h
pair ou pour i € 7” (1) NJord®®(1). On en déduit que J* et J~ ont le méme nombre
d’éléments et que, sionnote " ={j;" <--- < jFletIJ ={j; <---<j },ona

j1+<j1_<j2+<j2_<....<jc+<jc_.
On note t = (v, v2, ...) la suite de nombres définie par v; =15si j € 3T, v =—1
sijedetr;=0sijgItug .
Soit d € {1, 2}. Pour j > 1, disons que j et j + 1 sont d-liés si et seulement si
I’une des conditions suivantes est vérifiée :

Aj=Ajqpestpairet x(A;) =d+ 1(c’est-a-dire x (A;) =d + 1 mod 27); (la)

jedt: (1b)
J+1ed; (lo)
Aj et Ay sont impairs et A € J" (). (1d)

Remarquons que cette derniere condition équivaut a
Aj et Ajy sont impairs et A4 € J"(A). (1d")

En effet, si (1d) est vérifiée, on a i, > A; > iy pour un i impair. Alors i, >
Ajy1 = ipy1. Mais Ajyy # ipq1 puisque A ;4 est impair et iy4 est pair. Donc
in > Ajp1 > ipy1 et Ajy € J”(1). Laréciproque est similaire.
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Pour deux entiers 1 < j < j/, disons qu’ils sont d-liés si et seulement si k et k + 1
sont d-liés pour tout k = j, ..., j'—1. C’est une relation d’équivalence et les classes
sont des intervalles de N — {0}, éventuellement infinis. On note Tfl;’cd I’ensemble
des classes d’équivalence ayant au moins deux éléments. Pour J € de, on note
Jmin(J), resp. jmax(J), le plus petit, resp. grand, élément de J (avec jmax (J) = 00
si J est infini). Pour d = 1, 2 définissons une fonction p; : N — {0} — Z/27 par
pa(j) =1¢’lexiste J € ﬁvntd tel que j € J, pg(j) = 0 sinon. Montrons que

(2) I’ensemble ’3?1161 est fini ; il contient un élément infini si et seulement sid =1
on note Jnt; I’ensemble 5Vnt1 privé de cet élément infini et on pose Jnty = ﬁvntz ;

(3) pour J e 3~ntd, Jmin(J) est impair et jmax (J) est pair ou infini;

(4) pour j >1,0na
2 sijeJtuyT;

1 sikjestpair,etjgJtuJ;
0 siAjestimpaireti; € J'(1);
2 siAjestimpairetij € J"();

p1(j) +p2(j) =

(5) J* est égal a ’ensemble des j > 1 tels que p1(j) = pa(j) =1 et qu’il existe
d =1,2 etun élément de J € Int, de sorte que j = jmin(J);

(6) J~ estégal a I’ensemble des j > 1 tels que p;(j) = p2(j) =1 et qu’il existe
d =1,2etun élément de J € Int, de sorte que j = jmax(J).

Soit #(A) le plus grand entier / tel que A; > 0. Parce que x(0) = 0, on voit
que, pour j > t(X), j et j+ 1 sont 1-liés mais pas 2-liés. Donc {#(A) + 1, ...} est
contenu dans un intervalle infini J; pin € ft{tl tandis que, pour j >t(A)+2, {j} est
une classe d’équivalence pour la 2-liaison et j n’est pas contenu dans un élément
de Jnt,. Cela prouve (2).

SoitJ e ’%d. On pose simplement j = jmin (J). Montrons que j est impair. C’est
évident si j = 1. On suppose j > 2. Par définition, j et j + 1 sont d-liés tandis
que j — 1 et j ne le sont pas. Si (1b) ou (1c) est vérifiée, j est trivialement impair.
Supposons vérifiée (1a). On n’a pas A;_| = A; : sinon ces entiers seraient pairs,
on aurait  (A;_1) = x(A;) =d + 1 et j — 1 et j vérifieraient I’analogue de (1a)
et seraient d-li€s. Donc A;_1 > A;. Alors j est impair ou appartient a J . Or cette
derniere relation est exclue car elle entraine que j — 1 et j vérifient I’analogue de
(1c) et sont d-liés. Donc j est impair. Supposons maintenant que (1d) soit vérifiée.
Supposons d’abord que A;_; est impair. Alors j — 1 et j vérifient I’analogue de
(1d’) et sont d-liés, ce qui n’est pas le cas. Donc A;_; est pair et Aj_; > A;. Alors
j—lestpairou j —1 € Jt. Or cette derniere relation est exclue car elle entraine
que j — 1 et j vérifient ’analogue de (1b) et sont d-liés. Donc j — 1 est pair et j
est impair. Cela montre que jmin(J) est impair. Une preuve analogue montre que
Jmax(J) est pair s’il n’est pas infini. Cela prouve (3).
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Soit j € J*. Alors (1b) est vérifié et j et j + 1 sont d-liés pour d = 1, 2. Donc
p1(j) = p2(j) = 1. Soit maintenant j € J~. Alors j est pair donc différent de
1. L’analogue de (1c) pour le couple (j — 1, j) est vérifiée et j — 1 et j sont d-
liés pour d =1, 2. Donc p1(j) = p2(j) = 1. Supposons maintenant A ; pair mais
j ¢ 3T UJ~. Supposons par exemple j impair, le cas ol j est pair se traitant de
facon analogue. Puisque j ¢ J™, ona A; = Aj1;. Les entiers j et j + 1 sont d-
liés pour I'unique d tel que x (A;) =d + 1. Pour ce d, py(j) = 1. Soit d’ I’autre
élément de {1, 2}. On doit prouver que j n’appartient a aucun élément de JNutd/.
On vient de voir que j et j + 1 ne sont pas d’-1iés. Si j appartenait a un élément
Je ?ntd/, cet intervalle serait fini et j serait égal & jn.(J'). Mais alors j serait
pair d’apres (3), contrairement a 1I’hypothese. Supposons maintenant A ; impair, j
impair et 1; € J'(1). Cette derniere condition implique d’apres 2.7 que jmax (2 ;)
est pair, donc j < jmax(A;),donc A ;11 =A;. Pourd =1, 2, les conditions (1a), (1b)
et (1c) ne sont pas vérifiées : elles imposent que A; ou A est pair. La condition
(1d) ne ’est pas puisque A ; € 7'(A). Donc j et j + 1 ne sont pas d-liés. Si j =1, j
n’appartient donc a aucun élément de fvntd. Si j > 1, les analogues des conditions
(1a) et (Ic) pour le couple (j — 1, j) ne sont pas vérifiées : elles imposent que A ;
est pair. L’analogue de (1c) n’est pas vérifiée : elle impose j — 1 impair donc j
pair. L’analogue de (1d') n’est pas vérifiée puisque A; € 7'(1). Donc j — 1 et j
ne sont pas d-li€s. Donc p,(j) = 0. Supposons maintenant A; impair, j pair et
J € J'(1). Cette derniere condition implique d’apres 2.7 que jmin(A ;) est impair,
donc jmin(A;) < j, donc A;_; = A;. Des arguments analogues a ceux ci-dessus
montrent que, pour d = 1,2, py(j) = 0. Supposons enfin que A; est impair et que
j € J"(A). Puisque mult, (1 ;) est paire, ona Aj_; = Aj ou Aj4; = A;. Dans le
premier cas, j — 1 et j vérifient I’analogue de (1d’) et sont d-liés pour tout d. Dans
le deuxieme cas, j et j + 1 vérifient (1d) et sont d-liés pour tout d. Donc p,(j) =1
pour tout d. Cela démontre (4).

Soit j € J*. D’apres (4), on a p1(j) = p2(j) = 1, c’est-a-dire que, pour tout
d, il existe J; € ﬁvntd tel que j € J4. Si j =1, on a forcément j = juyin(J4) pour
tout d. Supposons j > 1. On veut montrer que j = jnin(J4) pour au moins un d,
autrement dit que j — 1 et j ne sont pas d-liés pour au moins un d. Les analogues
pour le couple (j — 1, j) des conditions (1b) et (1c) ne sont pas vérifiées : elles
impliquent que j est pair, alors que j est impair puisque j € J*. L’analogue de
(1d) n’est pas vérifi€e, puisque A; est pair. Donc j — 1 et j ne sont d-liés que
si I’analogue de (1a) est vérifiée. Mais cette analogue ne peut étre vérifiée que
pour un unique d. Cela démontre que J* est contenu dans I’ensemble décrit en (5).
Inversement, soit j > 1, supposons que pi(j) = p2(j)=1letqu’il existed = 1,2
et un élément de J € ﬁvntd de sorte que j = jmin(J). Autrement dit, ou bien j =1,
ou bien il existe d tel que j — 1 et j ne sont pas d-liés. D’apres (3), j est impair.
D’apres (4), on a soit j € JTUJ ™, soit A; est impair et A; € 7”(A). Dans le premier
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cas, I'imparité de j entraine j € J*, ce que I’on veut prouver. Supposons donc que
A j est impair et A; € 7" (X). D’apres 2.7, cette condition entraine que jmin(2 ;) est
pair, donc jmin(A;) < jetAj_; =Aj. Alors j —1 et j vérifient I’analogue de (1d")
et sont d-liés. Cela contredit I’hypothese. On a ainsi prouvé (5). La preuve de (6)
est similaire.

La relation (3) entraine

pa(j) =pa(j+1) sij estimpair. (7N
La définition de ¢ et I’assertion (4) entrainent
t; = p1(j)+ p2(j) +1+A; mod2Z. (8)
On va montrer qu’il existe des suites d’entiers positifs ou nuls A; et A, vérifiant
les conditions suivantes, pour tout j > 1 :
) Arj+Azjt+r;=2;;
(10) pourd =1,2, Ay j=d+ py(j) mod27Z;
(11) pourd =1,2,0na
(@) Ag,j = Ag,jy1 81 j estpair, py(j) =1 et il n’existe pas de J € Int, tel
que j = jmax(J) ou si j est impair et py(j) =0;
(b) Ag,j > Aq, j+1 si j est pair et il existe T € Inty tel que j = jmax(J) (la
condition que j est pair est redondante d’apres (3));
(€) Ag,j = Ag j+1 81 j estimpair et py(j) =1 ou si j est pair et py(j) =0.

On raisonne par récurrence descendante sur j. Pour j >7(A)+2, on pose A1 ; =
A2,; =0. On a vu dans la preuve de (2) que j €tait contenu dans J; n;, mais dans
aucun élément de Jnty. Donc p(j) = 1 et pa(j) = 0. De plus, j n’appartient
pas a 3" UJ~ donc t; = 0. On voit alors que toutes les conditions ci-dessus sont
vérifiées.

On fixe j et on suppose que 1’on a fixé des termes A j/, A2 j» pour j' > j de
sorte que les conditions ci-dessus soient vérifiées pour ces j'. Pour d = 1, 2, on pose
Ad,j =Aa, j+1+eq, avec eq € Z. Les conditions ci-dessus se traduisent en termes
de ces entiers ey. L’analogue de (9) étant vérifiée pour j + 1, cette condition (9) se
traduit par

ertex=>Xr;—Ajp1+tjp1— 1. (12)

De méme, la condition (10) se traduit par
eq = pa(j)+ pa(j+1) mod2Z. (13)
Remarquons que, si (12) est vérifiée, la relation (8) entralne

er+ex=pi1(j)+p1(+ 1)+ p2(j)+ p2(j + 1) mod 2Z.
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Donc (13) est vérifiée pour un d si et seulement si elle I’est pour les deux d.

La condition (11) se traduit par e; = 0 dans le cas (a), e; > 0 dans le cas (b)
et e; > 0 dans le cas (c). Remarquons que, dans le cas (a), la condition e; = 0 est
compatible avec (13), autrement dit p;(j) = ps(j + 1). En effet, si j est impair,
cette relation est toujours vraie d’apres (5). Si j est pair, la condition (11)(a) impose
que j et j + 1 sont d-liés donc py(j) = pa(j+1) =1.

Supposons la condition (11)(a) vérifiée pour un d, disons pour d = 1. On n’a pas
le choix pour e; : on pose e =0. La condition (12) impose e; =4 j —A 11+t —t;.
Comme on vient de le dire, la condition (13) est vérifiée pour d = 1. Elle I’est donc
aussi pour d = 2. Il reste a vérifier les conditions provenant de (11) pour d = 2.

Supposons j impair. Supposons d’abord que la condition (11)(a) soit vérifiée
pour d = 2, auquel cas on doit vérifier que e, = 0. La condition (11)(a) pour j
impair est que p,(j) = 0. Cette condition est vérifiée pour d = 1, 2. D’apres (4),
Aj estimpair et A; € J'(A). D’apres 2.7, jmax(X ;) est pair, donc j < jmax(A;) et
Aj=Xjq1. Evidemment, j, j +1 ¢ 37T UJ~, donc vt =t = 0. Alors e; =
Aj —Ajy1 +tj41 —t; = 0. La condition (11)(b) n’est pas vérifiée pour d = 2
puisque j est impair. Supposons la condition (11)(c) vérifiée pour d = 2. On doit
alors prouver que e; > 0. Puisque j est impair, cette condition est que p,(j) = 1.
On a aussi p1(j) =0 puisque (11)(a) est vérifiée pour d = 1. D’apres (7), on a aussi
pi(j+1) =0et po(j+1)=1. Alors, d’apres (4), ni j, ni j 4+ 1 n’appartiennent
aJtuJ .Donctj=rtj;; =0.Donce, =A; —Ajq >0.

Supposons plutdt j pair. Supposons d’abord que la condition (11)(a) soit vérifiée
pour d = 2, auquel cas on doit vérifier que e, = 0. Pour j pair, la condition (11)(a)
pour d est que py(j) = 1 et qu’il n’existe pas de J € Inty tel que j = jmax(J).
Cette condition est vérifiée pour d = 1, 2. D’apres (4), on a soit j € 3T UJ ™, soit
Aj est impair et A; € J”(1). Dans le premier cas, la parité de j impose j € J.
Mais alors la relation (6) implique I’existence de d et de J € Jnt, tels que j =
Jmax (J), contrairement aux hypotheses. Supposons donc que A ; soit impair et que
):j € J"(1). D’apres 2.7, jmax(X;) est impair, donc j < jmax(X;) et A; = Aj4g.
Evidemment, j, j +1 ¢ JTUJ™, donc tj=t;;31 =0. Alors

ex=Aj—Ajy1+rjp—t; =0.

Supposons maintenant vérifiée la condition (11)(b) pour d = 2. On doit prouver que
ey > 0. La condition est que py(j) = 1 et qu’il existe J € Jnt, tel que j = jmax (J).
On a aussi p(j) = 1 puisque (11)(a) est vérifiée pour d = 1. D’apres (6), on a
J € J7. Cela entraine t; = —1. Puisque j + 1 est impair, ona j + 1 ¢ J~ donc
tjr1 <0.Alorse; =A; —Ajy1+tj41—t; > A; — A1+ 1> 0. Supposons enfin
vérifiée la condition (11)(c) pour d = 2, autrement dit p>(j) = 0. On doit vérifier
que e > 0. Puisque pi(j) =1,0onaA; pairet j ¢ 3" UJ~ d’apres (4). Le méme
raisonnement que dans le cas j impair s’applique et on conclut e; > 0.
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On peut maintenant supposer que la condition (11)(a) n’est vérifiée pour aucun d.
Supposons la condition (11)(b) vérifiée pour d = 1. On choisit pour e; le plus petit
entier strictement positif vérifiant la relation (13). On a e; = 1 ou 2. La condition
résultant de (11)(b) pour d = 1 est e; > 0, elle est vérifiée. On pose

e =Aj—Ajy1+Ttjp1—t;—ey.

Comme précédemment, il reste seulement a prouver que e vérifie les conditions
résultant de (11) pour d = 2. On a exclu la condition (11)(a). Supposons que la
condition (11)(b) soit vérifiée pour d = 2. On doit montrer que e, > 0. Les condi-
tions (11)(b) sont vérifiées pour d = 1, 2, c’est-a-dire que j est pair et qu’il existe
Jg € Inty de sorte que j = jmax(Jg). Autrement dit, py(j) = 1 mais j et j + 1 ne
sont pas d-li€s. D’apres (6), ona j € J~,donc A estpair. Sidj 1 =2A;, jetj+1
vérifient (1a) pour un d et sont d-li€s contrairement a I’hypotheése. Donc A ; > A ;1.
Puisque j € J~, on a aussi t; = —1. Le nombre j + 1 est impair donc n’appartient
pas a J~, d’o tj;; > 0. On voit alors que ey = A; — Ajp1 +tjy1 —t; —ej est
strictement positif sauf si les trois conditions suivantes sont vérifi€es : A; =41 +1,
tj11 = 0 et ey = 2. Supposons ces conditions vérifiées. Puisque pi(j) =1 et
e1 = 2, la condition (13) pour d = 1, qui est vérifiée par définition de e, implique
p1(j+1)=1.Puisque A; =A ;41 +1, A4 estimpair. Puisque t;; =0, la relation
(8) implique que p>(j + 1) = 1. Alors, pour d =1, 2, j + 1 appartient & un élément
J, e Jnty. Puisque j et j + I ne sont pas d-liés, on a forcément j + 1 = jmin(J)).
D’apres (5), cela entraine j + 1 € J*. Donc tj1| = 1 contrairement a I’hypothese.
Cette contradiction conclut. Supposons maintenant que la condition (11)(c) soit
vérifiée pour d = 2. On doit montrer que e, > 0. On a toujours la condition (11)(b)
pour d = 1, c’est-a-dire que j est pair, que p;(j) = 1 mais que j et j + 1 ne sont
pas 1-liés. La condition (11)(c) pour d = 2 dit que p>(j) = 0. Alors j et j + 1 ne
sont pas non plus 2-liés. D’autre part, la relation (4) entraine que A; est pair et que
j €J3TUJ . Dot t; =0. On ne peut pas avoir A; = A4 sinon la relation (1a)
serait vérifiée pour un d et j et j + 1 seraient d-liés, ce qui n’est pas le cas. On
n‘apas j+1 €3~ puisque j + 1 est impair. Donc t;;; > 0. On voit alors que
e =Aj —Aj41+1tjy —t; —ej estpositif ou nul sauf si les mémes conditions que
ci-dessus sont vérifiées : A; = A1+ 1, vj;1 =0 ete; =2. Ces conditions sont
exclues par le méme raisonnement que ci-dessus. D’ou e, > 0.

Il nous reste a traiter le cas ou (11)(c) est vérifiée pour d = 1, 2. On choisit pour
e le plus petit entier positif ou nul vérifiant la relation (13). On a e; = 0 ou 1.
La condition résultant de (11)(c) pour d =1 est e; > 0, elle est vérifiée. On pose
ey =XAj—Ajy1+tj41—t;—e;. Comme précédemment, il reste seulement a prouver
que e; vérifie la condition résultant de (11)(c) pour d = 2, c’est-a-dire e; > 0.

Supposons d’abord j impair. Les conditions (11)(c) pour d = 1, 2 disent que
p1(j) = p2(j) = 1. D’apres (7), on a aussi p1(j + 1) = po(j + 1) = 1. La relation
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(13) pour d = 1 implique e; = 0. Sini j, ni j + 1 n’appartiennent 2 J* UJ ™, on a
vj=tj 1 =0etes=X;—X;11 >0.Siunseul des éléments j et j 4 1 appartiennent
aJtuUJ ,onaparparité jeJ et j+1¢IJTUI ,ouj+1eIJ etjegITuUI .
Alors vy —t; = —1. Mais I'hypothése j € 3" ou j+1 € J~ implique A; > A j41.
Alors e =A; —Aj41 — 1> 0. Enfin supposons que j et j + 1 appartiennent tous
deux a T UJ ™. La parité impose j € J* et j+1 € J~. Alors v —t; = —2. Mais
les hypotheses j € J* et j + 1 € J~ imposent non seulement A; > A | mais aussi
que A; et A; 41 sont pairs. Donc A; > A1 +2. Alorse; =A; —Aj 1 —2>0.

Supposons maintenant j pair. Les conditions (11)(c) pour d = 1, 2 disent que
p1(j) = p2(j) =0. D’apres (4), A; est impair donc t; =0.Onn’apas j+1€J~
puisque j+1 est impair. Donc tj;1 > 0. On voitalorsque e =A; —A 11+t 11 —e;
est positif ou nul sauf si les trois conditions suivantes sont vérifies : A; = A1,
tj+1 =0 et e; = 1. Supposons ces conditions vérifiées. D’apres (13) pour d =1,
ona pi(j+1)=1.Puisque A; = A4, Aj; est impair. L’égalité v, =0etla
relation (8) entrainent alors po(j + 1) = 1. Pourd = 1,2, j+ 1 appartient donc
a un élément J; € %d. Puisque py(j) =0, j et j + 1 ne sont pas d-liés, donc
j+ 1= jmin(J4). Mais alors, (5) nous dit que j + 1 appartient a J*, donc vt =1
contrairement a I’hypothese. Cette contradiction conclut. Cela acheve la preuve de
I’existence de nos suites A et A.

Fixons donc de telles suites A et A,. La condition (11) entralne que ce sont des
partitions, ¢’est-a-dire qu’elles sont décroissantes. Montrons que

(14) il existe des entiers positifs ou nuls n; et nj tels que n; +no = n, que Ay
appartienne 2 PY™P-SP(2) et que A, appartienne & PSP (2p,).

Si les deux dernieres conditions sont vérifiées, on a forcément n; +n, = n. En
effet, la relation (9) implique que S(A;) + S(A2) + S(¥r) = S(A) eton a S(xr) = 0.
Pour prouver les deux dernieres conditions, on doit prouver que, pour d = 1, 2 et
k > 1, les termes Ag2r—1 €t A4 2; sont de méme parité et que, quand cette parité
est celle de d, on a Ay 2k—1 = Ag,2k. La premiére condition résulte de (10) et (7). Si
Ad2k—1 =d mod 27, la condition (10) impose p;(2k —1) = 0. Alors les conditions
de (11)(a) sont vérifiées pour j =2k — 1, d’olt A4 2k—1 = Ag42¢. Cela prouve (14).

Grace a (14), on définit comme en 3.1 les ensembles d’intervalles INnt()\l), I’fft()\z),
les ensembles J T et J~ et la fonction £. Montrons que

(15) ona {J(A); A elnt(hy)}=Tntypourd=1,2;0onaJt =3+ J- =3~
eté =r.

Soitd =1, 2. La réunion des J(A) quand A décrit I~nt()\d) est I’ensemble des
J = 1 tels que A4 ; soit de bonne parité. D’apres (10), c’est I’ensemble des j > 1
tels que py(j) = 1. Cet ensemble d’indices est donc découpé de deux facons en
intervalles : les J(A) pour A € rm(kd) etlesJe Svutd. Pour prouver que ces décou-
pages coincident, il suffit de prouver que les ensembles d’éléments maximaux de
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ces intervalles coincident (en admettant ici que 1’élément maximal d’un intervalle
infini est 0o0). C’est-a-dire qu’il suffit de prouver I’égalité

Uman(A): A € Int(g)} = {jmax(3); T € Tnty).

L’infini intervient dans les deux ensembles pour d = 1 et n’intervient dans aucun
d’eux pour d =2 (d’apres (2) pour ’ensemble de droite). On élimine ces termes.
Pour j > 1, j n’intervient dans ces ensembles que si j est pair (d’apres (3) pour
celui de droite) et A4 j =d + 1 mod 27 autrement dit p,(j) = 1. Supposons ces
conditions vérifiées. Alors j intervient dans I’ensemble de gauche si et seulement
siAg,j > Agq, j+1. 51 j intervient dans I’ensemble de droite, la condition (11)(b) est
vérifiée et I’'inégalité précédente 1’est aussi. Si j n’intervient pas dans I’ensemble
de droite, la condition (11)(a) est vérifiée et I’inégalité précédente ne I’est pas. Cela
démontre I’égalité de ces ensembles, d’ol la premiere assertion de (15).

Par définition, J* est I'ensemble des j > 1 pour lesquels A; ; et A, ; sont de
bonne parité et il existe A € INnt()»l) U I~nt()L2) tel que j = jmin(A). En utilisant ce
que I’on vient de démontrer, il suffit d’appliquer (5) pour conclure J* =J*. On
prouve de méme que J~ = J~. Alors & = t par définition de ces fonctions. Cela
prouve (15).

On aInd(Aq, A2) = A1 4+ Ay + & par définition, d’ou Ind(A 1, Ay) = A d’apres (15)
et (9). Montrons que

(16) A; et A, induisent régulicrement A.

Il s’agit de prouver que tout intervalle relatif est réduit a un seul élément. Soit D
un intervalle relatif. Si J (D) est réduit a un seul élément, D aussi. Supposons que
J (D) a au moins deux éléments. Par définition, il existe un unique d = 1, 2 pour
lequel il existe Ay € Int(A4) de sorte que J (D) C J(Ay). Pour fixer la notation, on
suppose d = 1. Cela entraine : pour j, j 4+ 1 € J(D), il n’existe pas de A, € Int(A;)
tel que {j, j + 1} C J(Ay). En effet, les extrémités jyin (D) et jmax (D) sont par dé-
finition des éléments consécutifs de I’ensemble 7 de 3.1. Un A, comme ci-dessus
vérifierait donc jmin(AZ) = jmin(D) et jmax(D) = jmax(AZ,_)\’_/donC J(D) - J(AQ)a
ce qui est exclu. On traduit d’apres (15) : il existe J; € Int; tel que J(D) C J;
et,pour j, j+1e€ J(D), jetj+ 1 nesontpas 2-liés. Soient j, j + 1 € J(D).
Les indices j, j + 1 n’étant pas 2-liés, ils ne vérifient pas les conditions (1b), (1c)
et (1d) (cette derniere étant de toute facon exclue puisque A; et A; 4 sont pairs
par définition des intervalles relatifs). Puisque j et j 4+ 1 sont 1-liés, ils vérifient
forcément la condition (1a) pour d = 1. Donc A; = A ;. Cela étant vrai pour tout
couple {j, j +1} C J(D), A; est constant pour j € J(D). Autrement dit, D est
réduit a un seul élément.

Montrons que

Xt o = X- (17)



FRONTS D’ONDE DE CERTAINES REPRESENTATIONS TEMPEREES 73

On a xj,.1,(0) =0 par définition et x(0) = O par hypothese. Soit i € Jordbp(k).
Simulty (i) =1, x5,.,(i) =0 par définition et x (i) = 0 par hypothese. Supposons
mult, (i) > 2. Comme dans la preuve de (16), il existe un unique d = 1, 2 de sorte
qu’il existe Ay € I~nt()»d) tel que J (i) C J(Ag).Ona xy, ., (i) =d+1 par définition.
Toujours comme dans la preuve de (16), pour j, j +1 € J (i), la condition (1a) est
vérifiée pour ce d. Alors x (i) =d + 1. D’ou (17).

Montrons que

CAD+ER2) =5() +§. (18)

On a défini en 3.1 les ensembles P;q a,A) et Py (4) et la suite $i, 3,(R).
Puisque X; et A, induisent régulieérement A, on a les égalités P;: M) = PT()),
P, (M) = P~ (). Donc &3, 5, (A) = ¢(1). Alors le lemme 3.1 implique (18).

L’égalité (18) entraine

MACAD+r+ () =2 +r+E+HLR) =2+,
Le lemme 2.7 et I’assertion 2.7(4) transforment cette égalité en
A1) +d () ="d(),
d’ou d(r)Ud(rp) =d(1). O

3.3. Les fonctions 1%, 8. Soient ny,n; € N tels que ny +n, =n et soient A €
PSYMPSP(2p1) et Ay € PSP (215). Soit A I’induite endoscopique de A et A;. On
considere de plus des éléments ¢; = (11, 81) € Fam(Ay) et 1 = (12, 62) € Fam(Xy).
On pose r; =r (11, 81), ra =r(12, §2).

Pourd =1, 2 et A € Int(A,), on note A™ le plus petit A’ € Int(Ay) tel que A’ > A,
pour peu qu’il existe un tel A’ (sinon, A™ n’existe pas). Pour D € I~ntM,kz (A), on
définit DT de fagon similaire.

Pour D € Inty, »,() et pour d = 1, 2, considérons I’ensemble des A € ﬁ(kd)
tels que jmax(D) < jmax(A) (ici, on pose par convention jmax (A min) = 00 ol
A1 min est le plus petit élément de INnt(kl)). Si cet ensemble est non vide (ce qui
est le cas si d = 1 par la convention que I’on vient de poser), on note Ay (D) son
plus grand élément. On pose A(Dmin) = A1 min tandis que Ay (Dpin) n’existe pas.
Si A,(D) n’existe pas et si Int(A;) n’est pas vide, on note Ay(D)* le plus petit
élément de Int(X;) (si Int(A;) est vide, Ap(D) et Ap(D)™ n’existent pas).

Pour ¢ = +, on définit une fonction 8¢ € (Z/22)™12* par les formules ci-
dessous. Soit D € Int,, ;,(A). On pose Ay = Ayz(D) pour d =1, 2. Ce terme existe
toujours dans chaque cas ci-dessous. Par contre, A; n’existe pas toujours. Dans ce
cas, on considere que Sd(A;) = (. On écrit les formules comme des égalités, en
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fait, il s’agit de congruences modulo 2Z. On pose

st jmax(D) € J+,

ST(D)=t(A)+ (D) +ri+r+1, §(D)=8"(D)+1;
si jmax(D) € J 7, 87 (D) =87 (D) =81(A)) +82(A);
Si jmax(D) €JTUJT et J(D) CJ(A)),

§7(D) =6"(D) =81(A1) +82(AT);
Si jmax(D) €JTUJT et J(D) C J(Ay),
81 (D) =87 (D) =81(A]) +82(A2).

Avec les mémes notations, on définit une fonction t¢ € (Z/22)"™%122® par

si|lJ(D)|>2 et J(D)CJ(A), tHD)=1"(D)=11(A1) +86(A)) + 123
si|J(D)|=2 et J(D)CJ(Ay),
T (D) =561 (AD)+ (A +r, T (D)=tT(D)+1;
si |J(D)| =1 et jmin(D) - jmax(D) € J+,
(D) =17 (D) =11(A1) + 82(AT) + 123
si|[J(D)[=1 et jmin(D)= jmax(D) € J™,
(D) =17 (D) = 11(A1) + 8:2(A2) + 12
Tous ces cas sont exclusifs 1’un de I’autre. On a évidemment
§7(D)=8"(D)+1 sietseulementsi jma(D)e JT; "
T (D)=t"(D)+1 sietseulementsi |J(D)|>2 et J(D)C J(Ay).
On a aussi
T+(Dmin) =7 (Dpin) =0. 2)
En effet, J(Dpin) est infini. Il ne peut qu’étre contenu dans J (A1 min). Donc
T+(Dmin) == f_(Dmin) == Tl(Al(Dmin)) + BZ(AZ(Dmin)+) + . On a A1(Drnin) ==
A1 min €t A2 (Dpin) n’existe pas. On a 71 (A1 min) =0. D’apres 2.4(2) et nos conven-

tions, 82 (A2(Dmin) ) = r2. D’ol (2).
Pour ¢ = £, posons

o= 3 (A=EDTP)(ED P = ()" D),

DelntAMZ 1)
Ici encore, on considere que 8° (D) =1 si DT n’existe pas. On a

ct — { 2(r1 +¢r2) si ry +ry est pair, 3

—2(ri+¢rp+1) sir;+rp est impair.
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Cela résulte de [Waldspurger 2001, X1.24], a ceci pres que les hypotheses de cette
référence étaient plus restrictives que les notres. On renvoie pour ce probleéme aux
explications que 1’on donnera apres la proposition du paragraphe suivant.

3.4. Le résultat de [Waldspurger 2001]. Les données sont les mémes que dans le
paragraphe précédent. Pour d = 1, 2, le couple ¢y = (74, 4) provient d’un symbole
A4 dans la famille de A4. On note (rg, pg) I'élément de X, imp sid =1, X, pair
si d = 2, tel que symb(ry, pg) = Ag. On pose N| = nj — rl2 —ry, No=ny — r22.
On fixe un élément ¢ € {£1}, que ’on considérera souvent comme un simple
signe +. Si ¢ =1, on pose ht =r| + |rz|, h~ = sup(r; — |r2|, |r2| —r1 — 1). Si
¢ =—1,onpose ht =sup(r; — |r2l, |r2] —r1 — 1), h~ =r; + |r2|. On vérifie que
Rt +1)/2+h~(h~ +1)/2 = r} +r| +r3. On fixe des entiers n*,n~ € N
tels que n* +n~ =n, n* > ht(h* +1)/2, n= > h~(h~ + 1)/2 et on pose
Nt=nt—ht(ht+1)/2, N =n"—h (h™+1)/2.0na Nt + N~ = N; + N,.
On définit un quadruplet d’entiers a = (af, a, 512+ , a, ) par les formules suivantes :

a=(0,0,0,1) si¢=1 et ry > |rl;
a=(0,0,1,00 si¢c=—1 et ri=>|rl;
a=(0,1,0,0) si¢=1 et ry<|rl;
a=(1,0,0,0) si¢=—-1 et r;<]|nl.

Avec les mémes notations qu’en 1.2, on définit une représentation 16 (¢4, 1) de
Wy+ x Wy~ par la formule

Wyt x Wy Wy, x W,
8@, 0) = @mdwxM N (sgn‘éD(X)resv[,Z‘X Nz(,01®p2)).
NeN

On note Z¢ (i1, 12) I'ensemble des quadruplets
(AT €T, A7, e7) e PY™P2nT) x PP (2n7T)
vérifiant les conditions suivantes :
(D) kyrer =h", k- =h";

(2) lareprésentation p;+ ¢+ ® p5- ~ de Wy+ x Wy- intervient dans 16 (11, o)
avec une multiplicité strictement positive.

Pour poser la définition suivante, on a besoin d’introduire deux notations. Pour
D e1Inty, 5, (A), notons iyix (D) le plus petit élément de D. On a iyin (D) > 1 puisque
D # Dpn. Pour toute partition , on pose mult, (> D) = ZieN,izimin(D) mult, (i).
D’autre part, on pose v=15sir, >0, v=—1sir, <0.

On note Z5™M(;1, 15) ensemble des quadruplets

AW, et A7, e7) e PY™P2nT) x PY™P(2n7)
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vérifiant les conditions suivantes :
(3) ATUA =2;
(4) pour tout D € Int;, ;,(A), on a
mult,+ (> D) =6°Y(D) mod 2Z, et mult,-(> D) =8"*"(D) mod 2Z;

(5) pour tout D € INnt,\l,A2 (A) ettouti € D tel que i # 0 et mult,+(i) > 0, resp.
mult;- () > 0,0n a

+ _ (D) - _ (D)
e =(=D" , resp. € = (=1 .

Dans ces formules, on a évidemment identifié les signes + des définitions de
T, 77, etc. a des éléments de {£1}. On a montré en [Waldspurger 2001, XI.29,
remarque 4] que, sous I’hypothese (3), les deux congruences de (4) étaient équiva-
lentes.

Proposition. (i) Soit (A", e, A7, €7) € I (11, 12). Alors AT UL~ < A.

(ii) L’ensemble I¢™ (11, 1) est égal au sous-ensemble des (AT, e, A7, €7) €
T8(11, 1p) tels que AT UL™ = A. Pour (AT, €T, A7, €7) € I5M%(yy, 1), la
représentation p+ ¢+ ® py— - intervient avec multiplicité 1 dans T1° (11, 12).

Cela résulte de [Waldspurger 2001, propositions X1.28 et XI.29], ainsi qu’on I’a
expliqué dans la preuve de la proposition XII.7 de cette référence (voir aussi [Wald-
spurger 2018b, propositions 1.12 et 1.13]). A ceci prés qu’alors, les hypotheses sur
1 étaient restrictives : on supposait que r; était pair et positif ou nul; dans le cas
ro = 0, on supposait que le symbole (X, Y) correspondant a ¢, vérifiait X > Y pour
I’ordre lexicographique. En fait, cette derniere hypothese était utilisée dans d’autres
passages de [Waldspurger 2001] mais pas dans les démonstrations des propositions
utilisées. Pour traiter le cas ol r, est impair et positif, il n’y a pas d’autre méthode
que de reprendre la démonstration. C’est ce que 1’on a fait mais elle est trop longue
pour la récrire. Le cas ou r, < 0 se déduit du cas r, > 0 de la fagcon suivante. On
suppose donc r, < 0. On a dit que ¢, correspondait & un symbole A, = (X2, Y2),
puis a un couple (72, p2). Inversement, on voit que (—r, p3) correspond au sym-
bole A, = (Y2, X»), puis & un élément ¢, € Fam(A2). Quand on remplace ¢, par ¢}
dans les constructions ci-dessus, la représentation IT¢ (¢1, 1) ne change pas. Donc
la proposition ci-dessus étant vérifiée pour i3, elle le restera pourvu que 1’on ait les
égalités Z¢ (11, 1) = I8 (11, th) et Z8™*(1y, 1p) = Z0™*(¢q, ¢}). La premiere égalité
est claire d’apres (1) et (2). La deuxieme ne 1’est pas car les fonctions T+ et §*
dépendent de 1,. Mais, puisqu’on passe de A, a A/ en permutant X, et ¥, on
voit sur les formules de 2.2 que changer t> en ¢}, ne change pas §, et remplace 7,
par 72 + 1. On voit ensuite sur les formules de 3.3 que cela échange les couples
(tt,8%) et (r7, 87). Mais alors, parce qu’il figure dans les conditions (4) et (5)
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un signe terme v, qui vaut 1 pour ¢ et —1 pour ¢, on voit que ces conditions ne
/ ) s :
changent pas quand on remplace ¢, par ¢;. C’est ce qu’on voulait.

3.5. Réciproque de la construction des fonctions t° et 8. Soient ny, ny € N tels
que 11 41, =n et soient A; € PY™PP(2n1) et Ay € POSP(2n,). Notons A I’induite
endoscopique de A; et Ao. Pour ¢ = (11, 81) € Fam(A) et 1o = (12, 62) € Fam(Ay),
on a construit en 3.3 des fonctions ¢ et §° pour ¢ = +. Dans ce paragraphe, il
convient de les noter plus précisément rﬁ,tz et 851,%. On note aussi Cfl,lz la somme
définie en 3.3. _

Soient r; € N, r, € Z et, pour £ = =, soient 1% € (Z/2Z)"1::2®) et §¢
(Z/2Z)"™152™)  On pose

Co= 3 (A=ED"O) (D" - ("),

l)EIIl[)LlY)\2 (A)
On suppose que ces données vérifient les conditions

§7(D)=686"(D)+1 sietseulementsi jpa(D)eJT; W
7 (8)=tT(D)+1 sietseulementsi |[J(D)|>2 et J(D)C J(Ax(D));

f+(Dmin) =71 (Dmin) =0; (2
Cct = 2(r1+¢r) s% r1+ry est Pair, . 3)
—2(r1+¢rp+1) siry4ry estimpair.

Lemme. Sous ces hypotheses, il existe d’uniques
t1 = (11, 61) € Fam(hy) et 1= (12,62) € Fam(ry)

tels que, pour { = %, on ait les égalités 1° = tfhlz et 8¢ = 55,[2. De plus, on a
ri =r(t1,681) etrp =r(12, 82).

Preuve. S’il existe (t1, §1) et (12, §) vérifiant la premiere assertion de 1’énoncé,
les fonctions t¢ et 8¢ sont données par les formules du paragraphe 3.3, ot ’on
remplace r; et rp par r{ =r(r,d;) et ré =r (1, 2). Remarquons que ces formules
ne dépendent que des images de r| et r, dans Z/27. On note symboliquement
(X, ;) ces formules.

Commengcons par prouver que, pour deux éléments donnés r|, r) € Z/27, il
existe d’uniques

(11, 81) € @2 5 @2D)™ %), (13, 8) € (Z/22)™0 x (7/22)"™*)

telles que les formules (X, ;) soient vérifiées. Remarquons que ’on peut considé-
rer uniquement les formules exprimant T et 8T : celles concernant T~ et §~ s’en
déduisent d’apres 1’hypothese (1).
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Pour D € I’I\ftM,,\z (A) et pour d =1, 2, notons T;(> D) I’ensemble des A, €
I~nt()»d) tels que jmin(Ag) < jmax(D) (en convenant que jmax (Dmin) = 00) et notons
D4(> D) I’ensemble des Ay € Int(Ly) tels que jmax(Ag) < jmax (D). Remarquons
que T;(> Dmin) = fvm()»d) et D 4(> Dmin) = Int(Ay4). Pour deux intervalles relatifs
D > D/, il est clair que T;(> D) est inclus dans T,;(> D’) et que D,(> D) est
inclus dans ®,(> D’). On pose

T4(D)=T4(>= D) —Fy(= DY), Du(D)=Dy(= D) —Dy(>D"),

avec la convention T,(> D) =9,4(> D') = & si D' n’existe pas, ¢’est-a-dire
si D est I’intervalle relatif maximal. Cette définition entraine :

(4) pour deux intervalles relatifs D £ D’, on a
T4(D)N ‘Id(D/) =g et DyD)N @d(D/) = (.

Montrons que

(5) T4(D) est I’ensemble des A, € I~nt()Ld) tels que
Jmin(Ag) € {jmin(D), jmax(D)};
©,4(D) est I’ensemble des A, € Int(Ay) tels que
jmax(Ad) € {jmin(D)a jmax(D)};
ces ensembles ont au plus un élément.

Soit Ay € I,Vnt()\d)’ supposons jmin(Ad) € {jmin(D)s jmax(D)}- Alors jmin(Ad) =
Jmax(D) et Ay appartient a T;(> D). Si D est I’intervalle relatif maximal, cela
entraine Ay € T4(D). Sinon, on a jnax(D1) < jmin(D) < jmin(Ag) donc Ay
n’appartient pas a T,(> DT). D’ou Ay € T,4(D). Réciproquement, supposons
Ag € 4(D). Lentier jmin(Ay) appartient a I’ensemble 7 de 3.1. D apres 3.1(3), il
existe D' € Imntkl,k2 (1) tel que jmin(Ag) € {Jmin (D), jmax (D')}. D’aprés ce que ’on
vient de prouver, on a Ay € T4(D’). Alors (4) entraine D’ = D, donc jnin(Ag) €
{jmin (D), jmax(D)}. Cela prouve la premicre assertion de (4). Supposons encore
que Ay € %T4(D) et considérons un intervalle A;, € Fm(kd) distinct de A,. Si
A; > Ag,0na jmax(A;) < jmin(Ad) = jmax(D)- Le nombre jmax(A;r) appartient
a J. Par définition des intervalles relatifs, juyin(D) et jmax(D) sont soit égaux,
soit des éléments consécutifs de 7. Cela entraine en tout cas jmax(A/}) < jmin(D).
Puisque jmin(A:j) < jmaX(Aii)9 on a donc jmin(Aig) Q' {jmin(D)’ jmax(D)}v d’ou
Al & Ty(D). Si maintenant A, < Ay, on a jmin(D) < jmin(Ad) < Jjmax(Aa).
Comme ci-dessus, on en déduit jmax (D) < jmax(Ag), PUis jmax(D) < jmin(A})
et on conclut A;l € Ty(= D). Donc T4(D) a au plus un élément. Les assertions
concernant ® ;(D) se démontrent de la méme fagon. Cela prouve (5).

On va montrer que, pour tout intervalle relatif D les formules (X, ;) exprimant
tT(D) et §7 (D), d’une part ne font intervenir des 7,(Ay) que pour des Ay €
Ta(> D) et des §;(Ay) que pour des Ay € Dy (> D), d’autre part que, quand
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Ta(D), resp. D4(D), est non vide, elles font intervenir t;(Ay), resp. 64(Ay), pour
I’unique élément A, de cet ensemble. On étudie les différents cas possibles, pour
D e Inty, ;,(A). On suppose d’abord D 7# Dp;,. On pose simplement Ay = Ay(D).

(a) Supposons que |J(D)| =1 et que jmin(D) = jmax(D) € JT. Dans ce cas, on a
Jmax (D) = jmin(A1) = jmin(A2). D’apres (5), on a T1(D) = {A1}, T2(D) = {Az}.
Si A} € D1(D). on a jmx(D) = jmin(D) € J(A)), done J(A}) NJ(A1) # 2,
donc Al] = A1. Or jmax(A1) > jmin(A1) = jmax(D), donc Ay € D1(D). Donc
D1(D) = 2 et, de méme, D,(D) = &. Par ailleurs, si A existe, on a jmax(AF) <
Jmin(A2) = jmax(D), donc A2+ € ©,(> D). Enfin, les formules dans notre cas sont

STD)=11(AD) +1(Ad) +r+rp+1, TH(D)=11(A1) +82(AT) + 7).

On voit que les propriétés requises sont vérifiées.

(b) Supposons que [J(D)| =1 et que jmin(D) = jmax(D) € J~. Ce cas est similaire
au précédent. On a cette f0iS jmax (D) = jmax (A1) = jmax(A2). Ona Ty(D) = &
pourd =1,2,901(D)={A1},D2(D) ={Ar} et Ay € (> D). Les formules sont

§T(D) =81(A1) +82(A2), THD) =11(A1) +82(A2) + 75

Les propriétés requises sont vérifiées.

(c) Supposons que |J(D)| > 2, que J(D) C J(A}) et que jmin(D) et jmax (D)
soient impairs. Puisque ces termes appartiennent a I’ensemble 7, I’imparité im-
pose qu’ils sont de la forme jmin(D) = jmin(A/) et jmax (D) = Jmm(A d,,) pour
des entiers d’,d” = 1,2 et des intervalles A, € Int(hg) et AP Int(hgr). Si
d’ = 2, puisque jmin(D) et jmax(D) sont des éléments consécutifs de 7, on a
Jmax(D) < jmax(A}), d’ott J(D) C J(A)), ce qui est interdit par définition des
intervalles et par ’hypothése J (D) C J(A1). Donc d’ =1 et forcément A} = Ay,
c’est-a-dire jmin(D) = jmin(A1).Sid” =1,0ona J(A)NJ(A}) # @ donc A’l =A.
Mais jnin(A1) < jmin(D) par hypothese, donc jmin(A1) ne peut pas étre égal
a jmax(D). Donc d” = 2 et forcément A/, = Ajy. C’est-a-dire jmax (D) = jmin(A2).
Alors T1(D) = {A}, T2(D) ={Az}. Pourd =1,2et A/, e Int(Ay), 0n a

jmax(Aii) 75 jmin(D)a jmax(Aii) 75 jmax(D)

par comparaison des parités. D’apres (5), cela entraine A/, € D4(D). Donc D (D) =
D,(D) = @. Si A7 existe, on a

Jmax(AF) < jmin(A2) = jmax(D), d’ou Af € Dy(> D).

Enfin, I’'égalité jnax(D) = jmin(A2) et la relation jy.x(D) € J(A}) entrainent
Jmax(D) € JT. Alors

§T(D)=t(AD)+ (M) +ri+r+ 1, T7(D) =1(A)+8(A7) +75.
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Les propriétés requises sont vérifiées.

(d) Supposons que |J(D)| > 2, que J(D) C J(Ay1), que jmin(D) soit pair et que
Jmax (D) soit impair. Comme en (¢), on a jpax (D) = jmin(A2). On a juin(D) =
Jmax(A) pourund = 1,2 etun A, € Int(Ag). Sid =1,ona J(ADNJ(A) # O
donc A’l = Aj. Mais c’est impossible puisque jmax(A1) = jmax (D) > jmin(D).
Donc d = 2 et forcément A}, = A; (ce raisonnement montre que A; existe).
D’0l jimin(D) = jmax(AF). On voit que T(D) = {Az} et Do(D) = {A7}. Pour
Al e Int(x,), on ne peut avoir jmin(A) € J (D) ou jmax(A]) € J(D) que si A7 =Aj.
On sait que jmin(Al) = jmin(D) et jmax(D) = jmax(A1)~ Par Comparaison des
parités, ces inégalités sont strictes. Donc jumin(A1) et jmax (A1) n’appartiennent
pas a J(D) et, grace a (5), on conclut ¥1(D) = ®(D) = &. Enfin, I'inégalité
Jmin(A1) < jmax(D) montre que A; € T1(> D). On a les mémes formules que
dans le cas (c) :

§T(D)=t(AD) + (M) +ri+r+ 1, T7(D) =11(A) +82(A7) +75.

Les propriétés requises sont vérifiées.

(e) Supposons que |J(D)| > 2, que J(D) C J(A1), que jmin(D) soit impair et
que Jjmax(D) soit pair. Comme en (c), on a juyin(D) = jmin(A1). Un raisonne-
ment similaire a ceux ci-dessus montre que jmax(D) = jmax(A1). Donc T1(D) =
D1(D) = {A1}. Si Ay, resp. A;, existe, on a forcément jpax(D) < Jjmin(A2)
et jmaX(A; ) < Jmin(D). Ces inégalités sont strictes par comparaison des parités.
Cela entraine qu’il n’existe pas de A} € Int(1,) tel que jmin(A}) 0U jmax(A))
appartiennent a J (D). Donc T,(D) = 9,(D) = &. Par contre, si A;“ existe, on a
A; € Dy(> D). Puisque jmax (D) est pair, on a jma (D) € JT. On a alors

§T(D) =681(AN +82(A7),  T7(D) =11(A) +82(A7) +75.

Les propriétés requises sont vérifiées.

(f) Supposons que |J(D)|>2,que J(D) C J(Ay) et que jmin(D) et jmax (D) soient
pairs. En utilisant des résultats extraits de (d) et (e), on a jyin(D) = jmax(AgL ) et
Jmax (D) = jmax(A1). De plus, jmin(A1) < jmin(D) €t jmax(D) < jmin(A2) si Ay
existe. Donc €1 (D) =%T,(D) =@, D1(D)={A} et Dr(D) = {A;“}. On a encore
Jmax(D) € JT. Puisque jmin(A1) < jmax(D), ona Ay € T;(> D). On a les mémes
relations que dans le cas (e) :

§T(D) =81(AN +82(A),  T7(D) =11(A) +82(A7) +715.

On a des cas (g), (h), (i), (j) qui sont les symétriques de (c), (d), (e), (f) : on
remplace la condition J(D) C J(Ay) par J(D) C J(A3). Les formules que I’on
obtient sont les exactes symétriques de celles obtenues dans les cas traités.
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Comme on I’a dit, les formules ci-dessus supposaient D # Dpjn. Supposons
maintenant D = Dpiy. On a Dy = Dy min, J(Dmin) C J (A1 min) €t D2 n’existe pas.

(k) Supposons que jmin(Dmin) soit impair. On a alors jmin(Dmin) = Jmin(A1,min)
comme en (c). On en déduit T|(Dmin) = {A1,min} mais D1 (Dmin) = @ (par défi-
nition, I’ensemble 21 (Dp;,) est un sous-ensemble de Int(A), lequel ne contient
pas Ap min). Si Int(A2) # @, on a jmax(A3) > jmin(D), donc

r~s«’2(l)min) = DZ(Dmin) = .
Par contre, A; appartient a (> Dpin). L'unique formule est
T (Dmin) = 71 (A1min) + 82(AF) + 75

et les propriétés requises sont vérifiées.

(1) Supposons que jmin(Dmin) soit pair. Alors jmin (Dmin) = jmax(AgL) comme en (d).
On voit que Ty (Dmin) = D1(Dmin) = T2(Dmin) = D et D2(Dmin) = {A;} On a
aussi A1 min € ¥1(> Dnin). La formule est la méme que ci-dessus :

T (Dmin) = T1 (A1 min) +82(AT) + 75

et les propriétés requises sont vérifiées.

On peut alors prouver par récurrence descendante 1’assertion suivante : pour
D elnt, 1.4, (A), il existe pour d = 1, 2 d’uniques fonctions 74, resp. 84, définies sur
Ta(= D), resp. ®,(> D), de sorte que les formules (Xr ) soient vérifiées pour
tout D’ > D. En effet, soit D € Int,, ;, (1), supposons que 1’assertion ci-dessus
soit vérifiée pour D (la condition est vide si D est maximal). Les fonctions 7, et
84 sont donc uniquement définies sur T,(> DY), resp. ®4(> D). 1l faut montrer
que I’on peut définir d’une seule fagon des termes 7;(Ay) pour Ay € T (D) et
84(Ag) pour Ay € ®,4(D) de sorte que les formules soient aussi vérifiées pour
I’intervalle D. Par exemple, traitons le cas (a). Le terme 82(A;) est déja défini. On
doit définir 71 (A1) et 12(A») de sorte que

STD)=t(A)+ (M) +ri+r+ 1, tH(D)=11(A) +8:(AT) +75.

Il est clair que ces équations ont une solution et que celle-ci est unique. Les autres
cas (b) a (1) sont similaires. L’assertion est donc démontrée par récurrence. Pour
D = Dpip, on obtient I’assertion voulue : pour deux éléments donnés r{, ré eZ/27,
il existe d’uniques

(11, 81) € (Z/2Z)MO) x (Z)22)™0D) | (13, 8) € (Z)22)™P x (Z/22)"02)

tels que soient vérifiées les formules (X o ,é).
Ces paires (7, 81) et (12, 2) ne vérifient pas forcément les conditions impo-
sées au début de la démonstration. Si (7, §2) est bien un élément de Fam(Xy),
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(11, 61) n’est pas forcément un élément de Fam(A) : c’en est un si et seulement
si T1 (A1 min) = 0. D’autre part, en admettant que cette condition soit vérifiée, nos
paires vérifient les conditions requises si et seulement si ri =r(11,81) mod 2Z et
ry =r(12, 82) mod 2Z. Pour démontrer la premiére assertion du lemme, il suffit de
prouver que ces conditions sont vérifiées pour un seul couple (77, r5).

Continuons avec un couple quelconque (r{, ré) et les paires (11, 61) et (12, 62)
que 1’on a construites ci-dessus. Posons @ = 71 (A min). Définissons 7 par t1(A) =
71(A) +a. Alors (T, §;) appartient bien a Fam(A{). Onpose ry =r(zy,81), ro =
r(t2, 87). Les conditions a vérifier sont

a=0, ri=rymod2Z, ry;=r,mod2Z. (6)

Remarquons que la premiere condition est redondante avec la troisieme. En effet,
comme on I’a vu dans la preuve de 3.1(2), on a par construction

T+(Dmin) =7 (Al,min) + 82(A2(Dmin)+) + I’é.

On sait que 83(A2(Dmin) ™) =12, cf. 2.4(2). On a aussi T+ (D) = 0 par ’hypo-
thése (2), d’olt a +r5 41> =0 mod 27.

Construisons les fonctions associées a (; = (T, 61) et 1o = (12, 82), que 1’on note
té =1}, et 8¢ =6}, ,,. Cela revient, dans la construction des fonctions 7¢ et 8¢ par
les formules (X, ,1), a changer 7j en 71, ryenry etr) enry. On remarque que les
termes 71 (A1) et ré n’interviennent que par leur somme 71 (A1) + ré. Or, comme on
vient de le voir, 71 (A1) +r2=11(A1)+a+ry=1(Ar)+r). Changer 7y en 7 et
r en r, ne change donc pas les fonctions 7¢ et §%. On remarque que ry intervient
exactement dans les expressions 8° (D) ou (D) telles que ¢ (D) = §°(D) + 1
ou 77 ¢(D) = t¢(D) + 1. Changer r| en r; change donc les fonctions ¢ et §° en
multipliant éventuellement ¢ par —1, en identifiant le signe ¢ a un élément de {4-1}.
Précisément, posons u = (—1)" 121 On obtient les égalités

8 =1, §5 =6".
En posant C¢ = C}, ,,. ces égalités entrainent C¢ = C*¢. D’apres 3.3(3), on a les
égalités
ct— 2(r1+¢ra) si ry +r, est pair,
- —2(r1+¢ra+1) siry+ro estimpair.

Par I’hypothese (3), on a aussi

Ccré — 2(r1 +ulr) si ry + ry est pair,
=201 +utr 4 1), sir+r; estimpair.
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L’égalité de ces deux expressions est équivalente aux égalités suivantes :

Siry+r, est pair et

r1 4+ rp est pair, ri+¢ro=ri+ulr, pour { ==+l;
r1 + rp est impair, ri+¢ro=—@14+uir,+1) pour ¢ ==+l1.
Si ry +ro est impair et
r1 4+ rp est pair, —(r1+¢ra+1)=ri+utr, pour ¢ ==+£l;
r1 + rp est impair, —(r1+¢ra+ 1) =—@14+utr,+1) pour ¢ ==1.
En sommant en ¢ = +1, le deuxi¢me cas entraine r; = —(r; + 1). C’est im-

possible puisque r et r; sont positifs ou nuls. Ce cas ne se produit donc pas. Le
troisieéme cas non plus, pour la méme raison. Cela montre que r| +rp et r| + 1
sont de la méme parité. Dans ce cas, les égalités ci-dessus entralnent r| = r; et
ry = ury. Alors les conditions (6) sont vérifiées si et seulement si ri =r; mod 27
et r5 = rp mod 2Z. Cela démontre la premiére assertion du lemme. Pour ce couple
(r{, r}) ainsi déterminé, on vient de voir que 71 =r;. On a aussi u = (— it =1,
donc rp = ury = rp. Cela démontre la seconde assertion de 1’énoncé. [l

4. Le front d’ondede t(A*, €T, 17, €7)

4.1. Le résultat de [Waldspurger 2017]. Soit m € N et (&, €) € P¥™(2m). On a
introduit en 1.3 la représentation p, . de Wy, .. On sait qu’elle se décompose en

Pi.c= @ mult(A, €; A/, 6/)/0w,eu
\,€")

ou (), €’) parcourt les éléments de P¥Y™P(2m) tels que les mult(A, €; A/, €’) sont
des entiers positifs ou nuls et ks o = k; . Le couple (A, €) est minimal dans cette
décomposition, c’est-a-dire que 1’on a

si mult(A, e; 1/, €’) #£0, alors A’ >4 ou (A, €)=, ¢€).
De plus mult(A, €; A, €) = 1.

Pour tout couple (i, v) € P¥™P(2m), notons (*w, *v) le couple tel que ks, 5 =
kv €t psy s = pp,v @ sgn.

Proposition. Supposons que tous les termes de A soient pairs. Alors il existe un
unique couple (A™", €™") € PP (2m) vérifiant les propriétés suivantes :

(1) mult(h, e; SA™n seminy — 1
(2) pour tout élément (\', €') € PSY™P(2m) tel que mult(X, €; 51, %") £ 0, on a
)Lmin < )N ou ()L/’ 6/) — (Amin’ emin)‘

Cf. [Waldspurger 2017, théoreme 4.7].
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4.2. Calcul de M, (1, 115 2, 92). On fixe désormais un quadruplet
-\ _~_b
(A, e A7, €7) € Tregy, 4 (2n).

Rappelons que I’exposant bp signifie que tous les termes de AT et A~ sont pairs.
On pose
m=at, et A7, e)

et on note  I’indice iso ou an tel que 7 € Irrpip, ¢

Soient ny, ny € N tels que ny +ny = n. Soient (1, n1) € PO 2n, + 1) et
(na, M) € PO (215) k0. On a défini le nombre M (i, n1; 2, n2) en 1.4, On se
propose de le calculer.

Le couple (0, py,,,,) appartient a X, jmp €t son symbole a Fam(sp(u1, 11)) pour
une partition spéciale sp(u1, 1) € PP (20 4 1). Posons Ay = d(sp(i1, 11)).
On a Ay € PY™P5P(2n1). Il résulte de 2.6 que le symbole A de (0, p,,,,, @ sgn)
appartient a Fam(X).

Pour & = =, le couple (0, ,0,%2,,,2) appartient 8 X,, pair €t son symbole appartient
a Fam(sp(u2, n2)) pour une partition spéciale sp(uo, n2) € POrthsP(2p5). Celle-ci
ne dépend pas du signe & : changer de signe revient a échanger les deux termes X
et Y du symbole. Posons Ay = d(sp(i2, 72)). On a A, € P°5P(2n,). Le symbole
Ag de (0, pimz ® sgn) appartient a Fam(X,).

Signalons que 1’on a les inégalités

wi <sp(per, m),  p2 < sp(ua, n2), (D

cf. [Waldspurger 2018b, lemmes 1.4 et 1.5].
Posons yy = (0, 0, ny, ny). Par définition de la multiplicité

M (Ppy.mi ®5gN, Py, ,, @ s20)

et d’apres 1.5(4), cette multiplicité est celle de (o, ® sgn) @ (,0,52,,72 ® sgn) dans
la composante dans R(yp) de
Ky = F(II),
ol on a posé
I = pu((py+ e+ ®5gN) @ (4 ¢+ @ 5gN)).

En 1.3, on a associé 2 (AT, €T, A7, e ) unélément y = (+',r", NT,N") eI et
identifié (p;+ .+ ®sgn) @ (p;+ + ® sgn) a un élément de R(y). On pose r; =7/,
rp = (—l)r/r” . Par construction de pt, I’élément IT n’a de composante non nulle
que dans les composantes R(y’) pour y’ de la forme (ry, r2, N1, N>). Par définition
de F, pour un tel ' et pour ¢ € R(y’), I’élément F(¢) n’a de composante non
nulle dans R(yp) que si Ny + rl2 +ri=n;et No+ r22 = n,. Cela entraine

sing <rf+riouny<ry, ona My(ui,ni;pa, m2) =0. 2)
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Supposons

nlzrlz+r1 et n22r22. 3)

Posons N; =n; —rlz—rl, N, =I’l2—l’22 ety =(ry, r2, N1, N>). On peut se limiter
a considérer la composante IT,, de IT dans 7€(y). Plus précisément, pour d =1, 2,
notons Fam,,(Ag) I’ensemble les 1y = (T4, (Sd)_e Fam(rg) tels que r (g, 84) =ry.
Pour de tels €léments, notons (rg, p,,) I'élément de X, imp sid = 1 et Xy, pair
si d = 2 associ€ a 4. Posons A, = symb(ry, p,,). Notons m(I1,, p, ® p,,) la

multiplicité de p,, ® p,, dans IT, . Alors, par définition de F, on a I’égalité

mx (P ® €0, .5, @ sgn)

1 1 §
= [Fam(A)| 2 [Fam(xo)| 72 ) (=D*eAT R ([, o, @p,). (4)

I e]—'am,l (A1)
weFamy, (r2)

Pour ¢ =+, on pose n® = S(A%) /2, k* = k¢ .c. Notons P¥Y™P(2n¢) I'ensemble
des (V, €') € PY™(2n°) tels que k;/ o = k. On peut écrire
(P+ e+ ®5gN) @ (P~ o~ B sgn)
= Z x()\/+,6/+,)»/_,6/_)p)t/+’€/+ ®,0A/—’€/—,

()\/+’€/+)€,Psymp (2”+)k+
(W7.€T)EPY™P(2n7),—

ottles x(M'T, €T, 1’7, €7) sont des multiplicités. Précisément, avec les notations
de4.1,ona

VT ET N T ) = multAt, e AT S Dmultl T, €7 W L% T, (5)
Pour
W e ePYPnty e et (V7€) e PY™Q2n ),
notons IT, W7, €T, M7, €7) la composante dans R(y) de
PLPy+ e+ & Py ).

Pour ¢; € Fam,, (1) et 1 € Fam,,(A2), notons m(HZ(k/+, et N7 €), P, Qp,)
la multiplicité de p,, ® p,, dans Hy(k/“L, et V7 ,€7).Ona

m(l_[z’ oy @ ,012)
= > xET VT EDm(TL, W €T VT €T, py ®p1).

W eHePy™ (2nt), 4
(N7, T)ePY™(2n7), -
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En vertu de la définition posée en 1.4, on déduit de (4) la formule finale

My (w1, m; 2, m2)
= |Fam()»1)|_%|Fam()»2)|_%

% Z (_1)(1\1,1\[1)((_1)<A2+,A12) +Sgnu(_1)(A;7Al2))
l1€-7:amr1 (A1)
tzefamrz(kz)

x > xEN VT EDm(IL, 0 €N T €T, py ®p,). (6)

W e ePyY™ (2nt), 4
(N7, € T)ePY™(2n7), -

4.3. Comparaison entre deux constructions. On conserve les notations du para-
graphe précédent et on impose I’hypothese (3) de ce paragraphe. Considérons des
éléments ¢| € Fam,, (A1), t2 € Fam,,(hy), W1, ) e PY™2nt), (W7, € 7)€
P (2n7)i-. On a défini la multiplicité

m(nz()“/—‘r’ €/+’ )\'/_a 6/_)5 pll ® plz)'

Un élément ¢ € {41} étant fixé, on a associé en 3.4 a (ry, r2) un couple (h™, h™).
En se reportant a la définition de 1.2 et en se rappelant que (r1, r2) = (', (=D"'r"),
on vérifie cas par cas qu’il est égal a (k*, k™) pourvu que ¢ = 1 si k* > k™,
¢ =—1si k™ < k. Notons que k™ > k= équivaut a (—1)"'r, > O et k™ < k™
équivaut a (—1)"'r, < 0. Si k™ =k, ce qui équivaut & , = 0, ¢ est indifférent, le
couple (h*, h™) ne dépendant pas de ¢ et étant égal a (k™, k~). On suppose que
¢ vérifie ces conditions. On peut donc appliquer la construction de 3.4 aux entiers
nt et n~. On en déduit une représentation IT¢ (i1, 1) de Wy+ ® Wy-. On note
m (T (11, ©2), pyr+ o+ @ Py o) la multiplicité de p;+ o+ ® p; - - dans TT6 (11, 12).
Un jeu habituel avec les restrictions et inductions montre que cette multiplicité est
égale a celle de p; ® p» dans la représentation

. W x Wy, a Wy+ x Wy
E indy, (sgnCD Qresy, (Oy+ e+ ® px,f,e,f)),
NeN

ou a est défini comme en 3.4. Un calcul cas par cas montre que ce a est le méme
qu’en 1.2, pourvu que, dans le cas r, = 0, on choisisse { =1 si r est pair, { = —1
si r; est impair. Le signe ¢ étant ainsi déterminé en tout cas, la représentation
ci-dessus n’est autre que la composante dans R(y) de

p[,(,O)LH—’eH- ® p)»/_,é/_)'

On conclut

m(IL, W €T V7€) 1@ p2) =m(TTE (. 1), ot o+ @ pyr o). (D)
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Dans les formules 3.4(4) et 3.4(5) intervient le signe {v,ouv=1sir, >0, v=—1
si rp < 0. Avec la définition de ¢ ci-dessus, on a

fv=(=D". 2

4.4. Démonstration du (i) de la proposition 1.4. On considere les données de 4.2
et on suppose M (L1, n1; U2, n2) # 0. La relation 4.2(2) entraine que 1’hypothese
4.2(3) est vérifiée. D’apres 4.2(6), on peut fixer des éléments (| € Fam,, (A1), (2 €
Fam,,(h), W, 1) e PY™Q2nT) s, (W7, €7) € PY™P(2n),- vérifiant les
conditions

xWT e VT ET) #£0; (N

m(nz()\/-i-’ €/+, )J_, 6/_), Py ® ,OLZ) 75 0. ?2)

En vertu de la définition 4.2(5) de x(\'", €’T, A7, €/7) et de la proposition 4.1,
la relation (1) entraine

)\‘-i-,min < )\‘/+’ )\‘—,min < )\‘/*. (3)

Notons A I’induite endoscopique de A et A». En vertu de 4.3(1) et de la propo-
sition 3.4(i), la relation (2) entraine

ATunT <. 4)
De ces deux inégalités, on déduit
johomin 5 —min _ 5
Posons
(= d(Hmin - ominy

La dualité est une application décroissante. L.'inégalité précédente entraine d (A) < .
D’apres [Waldspurger 2018b, proposition 1.9], on a aussi d(A1) Ud(Ap) < d(}),
d’ott d(A1) Ud(A2) < . Par construction, d (1) = sp(it1, n1), d(A2) = sp(u2, n2).
D’ou sp(u1, n1) Usp(uz, n2) < u. En appliquant 4.2(1), on obtient

mrUpo < .
C’est I’assertion (i) de la proposition 1.4.

4.5. Démonstration du (ii) de la proposition 1.4. La seule donnée est ici le qua-
druplet (AT, et, A7, e7) € ’JttZﬂad(Zn). On pose A = AT MM YA =M Fixons une
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fonction y : Jord®®(1) U {0} — Z /27 vérifiant les conditions suivantes :

x (@) =0 pour tout i € Jord®(%) tel que mult, (i) = 1;
x(@) =0 pourtoutie Jord® (%) tel que multy +min (7) > 1 et multy—min (i) > 1
(ce qui implique mult; (i) > 2);
X)) =0 sigt™ £e ™
XD =1 sig"™ =e ™
x(@)=1 pour touti € Jord® (1) tel que mult, (i) > 2 et que
mult; +min (7) = 0 ou multy—min (i) = 0.

On choisit n1, ny et A1, Ay vérifiant les conditions de la proposition 3.2, pour ce
choix de la fonction x. C’est-a-dire que A; € PY™PSP(2ny), Ay € PONSP(2n5), Ay
et A, induisent régulierement A, d(A1) Ud(A2) =d(A) = w et x,,.1, = x. On pose
p1=d(1), w2 =d(k).Onapy € PP Q2ny +1), py € POHSP(2ny), et

m1Upr = . (1
On définit | et rp, comme en 4.2 : r; =7/, 1, = (—1)"'r”, ot ¥’ et r” sont définis

en 1.3. Pour une partition v et pour i € N—{0}, posons mult,(>i) = Zi/zi mult, ().
Posons n = (—1)’/. Pour ¢ = =, on définit une fonction §° : Jordbp(k) — 7 /27 par

8% (i) = multycymin (> i) mod 2Z.
On définit une fonction ¢ : Jord® (1) U {0} — Z/27Z par

sii #0et mult,onmn(i) >0, €™M = (—1)T®,

1

si i # 0 et mult, cy.min () = 0 (auquel cas multy —cy.min (i) > 0),
E.—{‘n,min — (_l)ri(i)'

1

7°(0) = 0.

On peut considérer que ces fonctions sont définies sur Inty, ;, (1), resp. INntA1 2 (),
puisque A et A induisent régulierement A. Montrons que

ces fonctions vérifient les conditions de 3.5. 2)

Preuve. Soit i € Jord®® (). D’apres la définition ci-dessus, § (i) =87 () + 1 si et
seulement si mult, (> i) est impair. Remarquons que 1’on a 1’égalité

multy (>1) = jmax(i)-

Si jmax(i) € J*, jmax(i) est impair. Inversement, supposons jyax (i) impair. Si
multy (i) = 1, jmax (i) appartient 2 I’ensemble 7 U 7~ de 3.1 par définition des
intervalles relatifs. L imparité impose jmax(i) € J 1. Or J* C JT par définition,
donc jmax (i) € JT. Supposons mult; (i) > 2. Par définition des intervalles relatifs, il
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existed=1,2et Ay € I~nt()»d) de sorte que J () = {jmin (i), - - - » Jmax (@)} C J(Ag).
Pour fixer la notation, supposons que d = 1, donc J (i) C J(Ay). Par définition des
intervalles relatifs, jm.x (i) appartient a I’ensemble 7 de 3.1. L’imparité impose
alors qu’il existe d = 1,2 et A/, € Int(y) de sorte que jmax(i) = jmin(A)). Si
d=1,0na jmx(i) € J(A)N J(All) donc A/l = A1. Mais jnin(A1) < jmin(@) <
Jmax (i), ce qui est contradictoire. Donc d = 2. Alors jmax (i) = jmin(A’z). Puisque
Jmax (i) € J(Ay1), Ay j est pair. Alors, par définition de J*, on a jmax (i) € JT. Cela
prouve que les fonctions §¢ vérifient la premiére condition de la relation 3.5(1).

Soit i € Jord®(%). D’apres la définition ci-dessus, 7~ (i) = rf(i) 4+ 1 si et
seulement si mult;+.mn (i) > 0, mult;—mn(i) > 0 et €™ # ™" D’apres la
définition de y, ces conditions sont équivalentes a mult, (i) > 2 et x (i) = 0. La
premiere condition équivaut a |J (i)| > 2. Sous cette condition, puisque X = Xa,.1,»
la seconde condition équivaut a J (i) C J(A2(i)) avec la notation de 3.5(1). Cela
acheve de prouver cette condition 3.5(1).

La condition 3.5(2) est claire.

Notons i1 > - - - > i; les entiers pairs i > 2 tels que mult; +min (i) soit impair. Pour
i € Jordbp(k), ona (—1)%"® — (_l)aﬂ(ﬁ) # 0 si et seulement si 8”7(i) # 8"(iT). Par
définition de 8", cela équivaut a ce que mult, +min (i) soit impair, autrement dit a ce
quei =ippourun h=1,...,t. Pouruntel iy, ona

(_1)5"(i/1) _ (_1)5”(i;r) — 2(_1)5"(ih) — 2(_1)multk+,min(2i) — 2(_1)h.
On a aussi

L= (=)™ = | — i =

On en déduit
C"=4 i{h =1,...,t; hpairet e;;’mi“ = _1}|

i—:,min — _l}i

—4|{h =1,...,t; himpairete
En utilisant 1.3(1), on obtient

" { 2k™ si k™ est pair, 3)

—2(kT4+1) sik™ est impair.

On a une formule analogue pour C~", ot k™ est remplacé par k™. En reprenant les
définitions de r" et " donnée en 1.3, un calcul cas par cas montre que (3) équivaut a

cn — 2(r'+r") sir’+r” est pair,
=207 "+ 1), sir/ 477 est impair.
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De méme, I’égalité analogue de (3) pour C~7 équivaut a
c = 2(r' —r") si ¥’ +r” est pair,
=207 ="+ 1) sir 47" est impair.
Par définition, ' = r; et v’/ = nr,. Alors les formules ci-dessus sont la condition

3.5(3). Cela prouve (2). O

On peut appliquer le lemme 3.5. On note (; et ¢, les termes dont ce lemme
affirme I’existence. Avec les notations de 4.2, ils appartiennent a Fam,, (A1), resp.
Famy,,(A2). En conséquence, ces ensembles sont non vides. A fortiori, on a

ridr <ny, r3<n. )

Appliquons maintenant le calcul de 4.2 aux couples (11, 1) € Poth(2p; 4+ e et
(na, 1) € P™(2n5)—o (les partitions it et io ont été définies ci-dessus avant (1)).
On a évidemment sp(u1, 1) = et sp(ua, 1) = up. La condition 4.2(3) est vérifiée :
c’est (4) ci-dessus. Dans la formule 4.2(6), on peut limiter les sommations aux qua-
druplets W et VT, € 7) etaux couples (¢, tp) tels que x(WT et AT, €7 )£0et
m(nz ()"/+7 €/+, }\'/_9 E/_)9 10L1 ® plz) # O

Comme en 4.4, on déduit de ces conditions les relations 4.4(3) et 4.4(4) :

ahmin < Qom0 T U T <

Mais ici A = AT™M? U A= ™" par définition. Les inégalités ci-dessus sont donc
des égalités. D apres 4.1 et 4.2(5), les conditions AT-Min = }/F j—min — 3/~ et

x(WT, €T, M7, €7) #0 impliquent
()\'/-i-’ 6/+ — (k+,min, 6-i—,min) et (k/_, 6/—) — ()L—,min’ 6—,min)‘

Dans la somme 4.2(6), il ne reste que le quadruplet (A ™in ¢ F-min 3 —min —,min)
et on sait d’apres 4.1 que, pour celui-13, on a x (A ™in ¢ +omin 3 —min o= miny _ 1
Il ne reste aussi que les couples (i1, t2) tels que

m(HZ (k+,min’ 6+,min’ k—,min’ 6—,min)’ o0, ®,012) ;é 0.

Ou encore, d’apres 4.3(1), tels que m(l'lf(tl, 12), Py+min +.min @ ,O}L—,min’e—.min) # 0,
le signe ¢ étant déterminé comme en 4.3. Cette condition équivaut a ce que

(A Tomin gHmin 5 —min | —miny o 78 o) (I’ensemble défini en 3.4).

Puisque AT ™" U A~™M" = A la proposition 3.4(ii) nous dit qu’elle équivaut aussi
a ce que (ATmIn ghmIn g —min e miy appartienne a Z5°M%(¢y, 1). En outre, on
a dans ce cas

m(nz(kﬁ-,min’ E+,min’ )L—,min’ 6—,min)’ o ®pzz) =1.
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La condition (AHmin g+.min 3 —min —miny o 7&max o0y dquivaut a ce que les
formules 3.4(4) et 3.4(5) soient vérifiées, avec les modifications suivantes : les
couples (AT, et) et (™, € ) de ce paragraphe sont remplacés par (1 -min ¢+ min)
et (A—min ¢—miny . Jeg fonctions 8T, 87, T et T~ sont remplacées par 5:’&, etc.
La condition 3.4(4) détermine entierement les fonctions &, et 6, . En se rap-
pelant que le signe {v qui intervient vaut précisément 7 (cf. 4.3(2)), on voit que
ces fonctions coincident avec les fonctions 8T et §~ construites ci-dessus. Les
fonctions rflf ,, €t T, ne sont pas a premiere vue enticrement déterminées par
la relation 3.4(5). Toutefois, pour tout i € Jord®® (1), I'une au moins des valeurs
rf]rytz (i) ou 7,7, (i) est déterminée et coincide avec la valeur de (@) ou T (i).

Puisque les couples (z1, t7) et (t“*’[z, T, .,) vérifient tous deux la condition 3.5(1),

cela suffit a conclure que ces deux couples sont égaux. Alors le lemme 3.5 nous
dit que (¢, tp) est égal au couple (¢, tp) introduit ci-dessus. Inversement, pour ce
dernier couple, les conditions 3.4(4) et 3.4(5) sont bien vérifiées. Autrement dit,
dans la somme 4.2(6), il ne reste plus que le couple (¢, t) et on a

m(l—[z()\'hmin’ 6+,min’ A—,min’ E—,min)’ o0 ®,0£2) =1.

Cette formule 4.2(6), devient

My (1, 1; 2, 1)
— [Fam(A1)] "2 [Fam(hp)| =2 (= 1)ArAa) (= 1)1A520) fsgn, (—1)A2-A0)) (5)
Rappelons que A; et A, sont les symboles des couples (0, p:z,l ® sgn) et

O, Py @ sg0). Ils se déduisent I’'un de 1’autre par permutation des deux termes
X et Y de chaque symbole. D’apres 2.5(1), on a donc

(=D ta) = (12 (=12, ©)

Considérons la formule 1.5(1). Notons i; > - - - > i, les entiers pairs i > 2 tels que

N

mult, + (i) soit impair. Le premier produit de la formule vaut (— 1)X+, ol

Xt={h=1,....1: ¢ =-1}|.

On a

X+E|{h=1,...,t; hpairetei=—1}|—|{h=1,...,t; himpairete;=—1}|
mod 2Z.

D’apres 1.3(1), le membre de droite vaut k* /2 si k™ est pair, —(kT +1)/2 si k™ est

impair. D’apres le méme calcul cas par cas qui a calculé C7 ci-dessus, c’est aussi

(r'+7r")/2 sir' +r" estpair, —(r' +r” 4+ 1)/2 si r' +r” est impair. On obtient

(DX = (=2 iy 4" est pair,
(—=D)H"HD/2 g ' 4 est impair.
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Le deuxieme facteur de 1.5(1) se calcule de méme, r” étant remplacé par —r”. Le
produit de ces termes vaut (—1)’”, ou encore (—1)"2. La formule 1.5(1) nous dit
donc que

sgn, = (—1)". 7
Grace a (6) et (7), (5) se simplifie en
M (1, 1; 12, 1) = 2]Fam(%)| ™2 [Fam(Ap)| 72 (— 1){A1-Au) AT A

Donc My (1, 1; o, 1) # 0. Alors, en vertu de (1), les couples (i1, 1) et (u2, 1)
vérifient le (ii) de la proposition 1.4, & ceci pres que I’on doit de plus prouver que
ny > 1 si § = an. Mais, si § = an, (7) implique que r; est impair et (4) implique
alors que np > 1.

4.6. Conclusion. On a prouvé que p vérifiait les conditions de la proposition 1.4.
Celle-ci implique que p est le front d’onde de 7 (A1, €T, A™, € 7). Cela démontre
le deuxieme théoréme de I’introduction. Comme on I’a dit dans celle-ci, le premier
théoréme s’en déduit grace a [Waldspurger 2018b, 3.4].

5. Sur le calcul effectif du front d’onde

5.1. Le couple (A™?*, €M), Soit (A, €) € PY™P(2n), supposons que tous les
termes de A sont pairs. On lui associe un couple (A™¥, ™) ¢ PY™P(2p) par
récurrence sur 7, selon la construction qui suit et qui est extraite de [Waldspurger
2017, 5.1]. On représente A sous la forme d’une suite infinie A = (A1, A2, ...). On
associe a € une fonction encore notée € sur I’ensemble d’indices N~ g =N — {0} par
€(j) = €, avec la convention €9 = 1. On note & la réunion de {1} et de I’ensemble
des j > 2 tels que €(j)(—1)/ #e(j —1)(—=1)/~'. Onnote s; =1 <55 < --- les
éléments de S. Pour ¢ € {#1}, notons J¢ = {j € Nog; (=1)/tle(j) = ¢} et
J¢=J5 —(JENG). On pose

M= (ZAS) - 2|j76(1)|-

se6

On pose n’ = n — A1"™/2. On note A’ la réunion des A; pour j € J€W et des
Aj+2pour j € J7D Pouri € Jord®(}'),onai = A; oui = A;+2 pour un j
comme ci-dessus. On note [ j] le plus grand entier & > 1 tel que s; < j et on pose
€ =(— 1"+ () (j n’est pas uniquement déterminé par i mais on montre que
cette définition ne dépend pas du choix de j). On montre que n’ < n (si n # 0), que
le couple (A, €") appartient 2 PY™P(2n") et que tous les termes de A’ sont pairs. Par
récurrence, on dispose d’un couple (A", €™). On pose A™** = (A4} U A/™,
On définit €™ par €l =€), et €' = '™ pour i € Jord® (A/™) (c’est possible,
c’est-a-dire que, si

A appartient 2 Jord® (1), on a ’égalité €;, = ¢’ T??é‘x) Cela
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définit le couple (A, €M), Les termes de A™** sont pairs et A" est bien le plus
grand terme de ™.

5.2. La partition ‘A™". On conserve les mémes hypothéses. On pose k = k;,_.
On a kymax (max = k. On a rappelé en 1.3(1) comment se calculait I’entier k. On

écrit A™ = (AP, L AJRY ) avec AL, = 0. On note ]1 e < j;? les
j=1,...,2R+1 tels que €™ (j) (=) = (=1)k (en cons1derant comme dans

le paragraphe précédent que €™ se définit sur I’ensemble d’indices). On note

Jr <o <jylesj=1,...,2R+1 tels que €™ (j)(—1)/ = (—1)*. On vérifie
que N = R+[k/2]1+1, M = R —[k/2]. Notons v’ la réunion disjointe des partitions
suivantes :

2R+3u—k—1+A7 =2 u=1,..., N}

{

{2R+3v+k+2"2 —2j 5 v=1,... . M
{R+[(k—1/2], R+[(k—1)/2]—1, ...,0};
{R—1[(k+3)/2], R—[(k+3)/2] -1, ...,0}.

Onnote v'= (v}, ..., Ve, ).Pour j=1,...,4R+1,0npose v; =V; L—2R+[j/2].
Cela définit une partltlon vetonal egahte ’kmln = v (cette egahte se déduit de
[Waldspurger 2017, 4.6 et 4.7]).

5.3. Exemples. Soit (AT, e, 17, €7) € Jttquad(Zn) Les formules des deux pa-
ragraphes précédents permettent de calculer les transposées des partitions A+ min
et A7 ™" Le front d’onde de (A1, €T, 17, €7) est d(A ™0 U A—>™Mi") Cette par-
tition duale se calcule ainsi : on note v la partition obtenue en ajoutant 1 au plus
grand terme de ™" 47, 7™ qlors d (A Fmin A —miny et 1a plus grande partition
orthogonale p de 2n + 1 telle que © < v. Le moins que I’on puisse dire est que ce
calcul n’est pas simple.

Signalons le cas particulier rassurant o et = 1, ¢’est-a-dire e[.+ = 1 pour tout
i € Jord®P(A ), et e~ = 1. Dans ce cas, on voit que AH™* = (2n7), e;;lnax =1,
AT = (2n7) et €, ™ = 1. On a kt =k~ = 0. On calcule 2T™" = (2n™"),
ATmIn — (2p7), puis d(AH ™M UA ™M) = (21 + 1). Autrement dit, notre représen-
tation (A1, 1, A7, 1) admet un modele de Whittaker usuel, ce qui est bien connu.

Un autre cas particulier est celui ot, pour ¢ = %, n™ est de la forme A% (h* + 1),
A¢ est égal a (2h%,2h% —2, ..., 2) et ol € est alterné, c’est-a-dire eéi = (—1)" pour
i =1,...,h% Dans ce cas, on vérifie que A& = 7¢&min — )¢ L e front d’onde
de w(A T, et, A7, €7) est alors d(AT UA7). On retrouve le résultat de [Meeglin
1996; Waldspurger 2018b] car notre représentation est ici cuspidale donc égale a
son image par 1’involution d’ Aubert—Zelevinsky.

Donnons enfin comme exemple le calcul du front d’onde de 7 (AT, €™, A7, €7)
dans le cas ol A~ est vide et ou AT a au plus trois termes non nuls. On pose
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simplement A =1F, € =€, u=d(A™"). On identifie € au triplet (¢ (1), €(2), €(3))
que 1’on note comme un triplet de signes +. Evidemment, certains triplets ne sont

autorisés que sous certaines hypotheses sur A : si €(j) # €(j + 1), on doit avoir
max

Aj > Xjy1;si€(j)=—,ondoit avoir A; > 0. On note de méme €™** comme une
famille de signes. Alors les résultats sont les suivants :
€ k ) max emax I)Lmin
(++,+ 0 (A1+A2+A3) (+) (A1+22+43)
(+,—+) 2 (A1, A2, A3) (+,—+) (A1—2, A2, 23+ 1, 1)
+—=-) 0 (M+A3-2,22,2) (+,—,-) A+2r3—2,22+2)
(—+ 4+ 1 (A1+23, A2) (=) A+rz—1,22+1)
(_a+9 _) 3 ()"17)"2a)\‘3) (_’ +’ _) ()\'1_3’ )"2_17)"3a27 17 1)
(= =+ 0 (Ai+i2—2,43+2) (= =) (Ai+2r2—1, 23+1)
(== - 1 (A1+2r2+23) (=) A+r2+2a3—1,1)
€ 0
(+,+,+) (A +2Ao+A3+1)

(+7 +7 _) ()Ll+k2_1?)“3_111119 1)
(+7_a+) ()\'1_17)"2_1’)"34_151’ 1)

+, - ) (Art+Az—1,2+1, 1)

(= +,+) (A +Arz3—1,A+1,1)

(= 4+,—) A =3, 0m-1,A+1,1,1,1,1)

(=, —+ (Ar+Ar2—1,23+1,1)

(_’_s_) ()‘1+)\2+)\3_17131)
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