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SUR LES PAQUETS D’ARTHUR DES GROUPES UNITAIRES
ET QUELQUES CONSEQUENCES POUR
LES GROUPES CLASSIQUES

COLETTE MEGLIN ET DAVID RENARD

Nous donnons une construction explicite des paquets d’Arthur des groupes
unitaires réels par induction cohomologique et induction parabolique et
en suivant une idée communiquée par P. Trapa, nous établissons la pro-
priété de multiplicité un de ceux-ci. Nous montrons en particulier des ré-
sultats d’irréductibilité de certaines induites paraboliques pour les groupes
unitaires, ce qui nous permet de compléter les démonstrations d’énoncés
analogues annoncés dans nos travaux sur les paquets d’Arthur des groupes
classiques.

We give an explicit construction of Arthur packets for real unitary groups
by cohomological and parabolic induction and following an idea commu-
nicated to us by P. Trapa, we show that they satisfy the multiplicity one
property. In particular, we show the irreducibility of some parabolically
induced representations for unitary groups, and use this to give the proof
of analogous statements made in our work on Arthur packets of classical
groups.

1. Introduction

Le premier objet de cet article est de déterminer le plus explicitement possible les
paquets d’ Arthur des groupes unitaires réels, et d’établir un résultat de multiplicité
un pour ceux-ci. Dans [Mceglin et Renard 2017] et les articles afférents [Moeglin
et Renard 2018b, 2018a], des résultats analogues ont été établis pour les groupes
classiques (i.e., spéciaux orthogonaux et symplectiques) réels. Nous complétons
aussi nos résultats sur les groupes classiques en donnant les démonstrations d’énon-
cés de réduction aux parametres de bonne parité et d’irréductibilité d’induites
paraboliques dans cette réduction annoncés dans [Meeglin et Renard 2017]. Cette
démonstration d’irréductibilité d’induites pour les groupes classiques utilise le
résultat analogue pour les groupes unitaires démontré dans cet article, ce qui explique
qu’elle apparaisse seulement ici.

MSC2010: primary 20G05, 22E50; secondary 11F55.
Mots-clefs : Arthur packets, unitary groups, classical groups.
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Les paquets d’ Arthur des groupes classiques et unitaires sont déterminés par leurs
propriétés, plus précisément par certaines identités endoscopiques [Arthur 2013;
Mok 2015]. Nous renvoyons a [Mceglin et Renard 2017], §2 pour une discussion
générale sur les paquets d’ Arthur et §4 pour les énoncés de nos résultats pour les
groupes classiques. Rappelons simplement ici quelques éléments. Soit G un groupe
algébrique connexe réductif défini sur R et notons G le groupe de ses points réels.
Soit

VG : Wr x SLy(C) — LG

un parametre d’Arthur. Notons Sy, le centralisateur de I’'image de ¥ dans G,
(Sy¢)o sa composante neutre, et posons A(Yg) = Sy, /(Sy;)o. Supposons pour
simplifier que ces groupes soient abéliens (c’est une hypothese qui porte sur G et
qui est vérifiée si G est un groupe classique ou unitaire). D’autre part, supposons
que G soit quasi-déployé, ou bien forme intérieure pure d’un groupe quasi-déployé.
Les conjectures d’ Arthur [1984; 1989] dans ce cadre reviennent alors a affirmer
I’existence d’une certaine combinaison linéaire a coefficients complexes de repré-
sentations irréductibles unitaires de G x A(1/g), que nous notons 74 (¥s), et qui
doit vérifier certaines propriétés, notamment des identités de transfert endoscopique.
Pour les groupes classiques quasi-déployés, ceci est établi dans [Arthur 2013], ou
w4 (Yg) est caractérisée par les identités de transfert endoscopique attachées aux
données endoscopiques elliptiques de G et par une identité de transfert endoscopique
vers un groupe général linaire tordu. Il est démontré de plus que les coefficients
complexes dans 74 (/) sont en fait des entiers positifs. Ainsi on peut voir 74 (/)
comme une représentation unitaire de longueur finie de G x A(¥¢). Décomposons
cette représentation selon les représentations irréductibles unitaires de G en écrivant

(o) = @ 7 X .

mell(¥e)

Ici, TT(¥¢) est donc un ensemble fini de représentations irréductibles unitaires de G,
le paquet d’ Arthur attaché a ¥, et pour tout w € I1(yg), pr est une représentation
unitaire de dimension finie de A(¥s) (une somme directe de caracteres car A(Y¥g)
est abélien). La dimension de p, est la multiplicité de = dans le paquet I1(1/g)
(rappelons que les paquets d’ Arthur ne sont pas disjoints). Ces résultats sont aussi
démontrés pour les groupes classiques non quasi-déployés, c’est-a-dire les groupes
spéciaux orthogonaux réels SO(p, ¢), dans [Meeglin et Renard 2018b] et pour les
groupes unitaires dans [Mok 2015; Kaletha et al. 2014].

Le travail entrepris dans [Moeglin et Renard 2017] auquel nous renvoyons pour
plus de détails, est de donner une construction explicite de 774 () pour les groupes
classiques. Un probléme important qui nous occupe aussi est d’établir que les
multiplicités sont 1, c’est-a-dire que p, est un caractere de A(¥g). Considérons la
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composition de ¢ avec la représentation standard Stdg du L-groupe de G. On
obtient un parametre

W = Sth OWG : Wgr X SLQ(@) —> GLN (C)

que I’on voit comme une représentation completement réductible de dimension N
de Wg x SL,(C). On écrit une décomposition de v de la forme

lﬁ = 1ﬁmp S 1/fbp = ‘ﬁmp S 1ﬁbp,disc > wbp,u

Ol Yp est la partie de mauvaise parité du parametre, Yp disc 1a partie de bonne
parité discrete, et Y, la partie de bonne parit€ unipotente. Les constructions de
[Mceglin et Renard 2017] se font en quatre étapes. La premiere étape est le cas
Y = Ypp,u des parametres unipotents et de bonne parité. Dans ce cas, TA(Yg) est
déterminée dans [Mceglin 2017] par des correspondance de Howe et la propriété
de multiplicité un de tels paquets y est établie. Les représentations de G dans ces
paquets sont faiblement unipotentes au sens de [Knapp et Vogan 1995, Chapter XII].
La deuxie¢me étape est le cas ol ¥ = Ypp disc © Ypp,u» lorsque le parametre Yy, disc
possede certaines propriétés de régularité. Les représentations dans le paquet IT(¢)
sont alors obtenues par 1’induction cohomologique de Vogan—Zuckerman a partir
des représentations faiblement unipotentes dans le paquet IT(yg,), ou ¥g, est
un parametre d’ Arthur unipotent pour un groupe G, de méme type que G et de
rang plus petit, qui apres composition avec la représentation standard Stdg, donne
Ypp,u» €t de caracteres de groupes unitaires associ€s a Yy gisc. Sous I’hypothese
de régularité mentionnée, les inductions cohomologiques se font dans le « good
range », et en particulier sont irréductibles, les parametres de Langlands des induites
se déduisent facilement de ceux des induisantes, et la propriété de multiplicité un
des paquets est conservée. Les résultats sont démontrés dans [Mceglin et Renard
2017] et utilisent de maniere cruciale les constructions d’ Adams et Johnson [1987 ;
Johnson 1984] qui sont reliées a celles d’ Arthur dans [Arancibia et al. 2018]. La
troisieme étape établie dans [Mceglin et Renard 2018a] consiste a s’ affranchir de
I’hypothese de régularité de vpp gisc, €t 1’on utilise pour cela les propriétés des
foncteurs de translation [Knapp et Vogan 1995, Chapter VII]. Les représentations
dans T1(¥c) sont encore obtenues par induction cohomologique comme dans le cas
régulier, mais celle-ci a maintenant lieu dans le « weakly fair range », ou les résultats
généraux sont moins fort. En particulier, I’irréductibilité n’est plus préservée, il
peut y avoir des annulations, les parametres de Langlands des induites deviennent
tres délicats a calculer car il n’y a pas de formule générale. En conséquence, on
perd dans cette étape la conservation de la propriété de multiplicité un (mais nous
conjecturons que celle-ci reste vraie, il faudrait 1’établir en utilisant d’autres outils).
Enfin, la quatrieme étape consiste a passer des paquets de bonne parité aux paquets
généraux. Les énoncés sont simples, cela se fait par une induction parabolique a
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partir des représentations du paquet I1(¥g,,), ou ¥, est un parametre d’ Arthur
de bonne parité pour un groupe Gy, de méme type que G et de rang plus petit,
qui apres composition avec la représentation standard Stdg,, donne ¥y, et d’une
représentation d’un groupe linéaire attachée a Y. Ces résultats de réduction a la
bonne parité ont été annoncés dans [Mceglin et Renard 2017] sans démonstrations,
et nous donnons celles-ci ici (proposition 5.2 et théoreme 5.4).

L’ objet principal de cet article est donc d’établir des résultats analogues, mais
pour les groupes unitaires. La stratégie suit les mémes étapes, mais les résultats sont
plus simples. Soit G un groupe unitaire de rang N défini sur R, disons G =U(p, ¢q),
p+q=N,etyg: Wg xSLy(C) — G un parametre d’ Arthur pour G. Maintenant,
on remplace la composition avec la représentation standard par la restriction du
parametre a C* < Wg (changement de base). On obtient donc un parametre

W = 1[/'G|@>< :C* x SLz(C) = W(]: X SLz(C) — GLN(C),

que I’on voit comme un parametre pour GLy (C). La encore, on décompose i en
somme de représentations irréductibles de C* (donc de dimension 1) et I’on sépare
les composantes de bonne et de mauvaise parité (voir section 2) :

1// = me @ 1;0bp-

La premiere simplification par rapport au cas des groupes classiques et qu’il n’y
a pas a considérer de partie unipotente. La premiere étape consiste donc a établir
les résultats dans le cas ¥ = V), en faisant d’abord 1a aussi une hypothese de
régularité du paramétre. Ecrivons

¢
¥ = Yp = P x B Rla;])
i=1
ou R[a;] est la représentation irréductible algébrique de dimension a; de SL;(C) et
Xi;» ti € Z, est le caractere de C* défini par z — (z/2)" /2. La condition de bonne
parité est que pour tout i =1, ..., ¢, t; +a; — N est pair. On suppose les #; rangés
dans I’ordre décroissant, ce qui est loisible. La condition de régularité est alors que
pourtouti =1,...,¢—1,

(1-1) ti—(a; — 1) > tiy1 + (@iy1 — ).

Remarquons que N = Zle a;. On note D(y) I’ensemble des familles d =
représentation 774 () est construite par induction cohomologique. Notons g I’al-
gebre de Lie complexifiée de G = U(p, g¢), K un sous-groupe compact maximal
de G associé a une involution de Cartan 6, et £ la complexification de I’algebre
de Lie de K. A un élément d de D(y), on associe de maniere explicite une sous-
algebre parabolique 6-stable q4 = [ ® vy de g. On pose Ly = Normg(qq). Cest
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un c-Levi de G, au sens de Shelstad [2015], isomorphe au produit ]_[f:1 Upi, qi),
et la complexifiée de I’algebre de Lie de ce groupe est [;. On introduit un caractére
Ag4 de ce groupe, déterminé par les (1, a;) (voir équation (4-2)), et I’on pose

(1-2) Aa() = (R, )™ (Ag)

ou (Rﬁ(’/KLdm ) est le foncteur d’induction cohomologique de Vogan-Zuckerman

en degré k (cf. [Knapp et Vogan 1995, Chapter V]). La condition de régularité (1-1)
assure que cette induction cohomologique est dans le « good range ». De ceci, il
découle que (RﬂdemK)k (Ag) =0, sik #dim(vg NE), et que o7 (Y) est un module
unitaire et irréductible. De plus, les .7 () lorsque d parcourt D(1/) sont distincts.

Définissons maintenant pour tout d € D() un caractere €4 du groupe A(Yg).
On définit d’abord €, comme une application de [1, £] dans £1. Pour cela on pose

pour tout entier i € [1,£], a<; =}_;_; a; et

(1-3) eq(i) = (_l)pia<i+‘h(a<i+1)+ai(ai_l)/2.

Le groupe A(Y) s’identifie de maniére naturelle a (£1)¢ et €4 A un caractere
de A(Y¥). Il découle alors essentiellement des résultats de [Adams et Johnson
1987; Johnson 1984; Arancibia et al. 2018] (voir aussi [Mceglin et Renard 2017])
que

(1-4) )= ) () Rey.

deD(y)

D’apres la remarque faite ci-dessus sur le fait que les <7 (1) sont non isomorphes
deux a deux, on en déduit la propriété de multiplicité un pour ces paquets.

Ensuite, on abandonne I’hypothese de régularité (1-1) pour ne conserver que
I’hypothese de décroissance de la suite (#;);—1,... ¢, et ’on définit <7; (/) comme
ci-dessus. L’induction cohomologique a alors lieu dans le « weakly fair range » et
I’on a toujours (RﬂdemK)k(Ag) =0, si k #dim(vyNE). De plus, si a7 () n’est pas
nul, ¢’est un module unitaire et irréductible, cette derniere propriété étant propre aux
groupes unitaires (cf. [Matumoto 1996; Trapa 2001]) et est due a Barbasch et Vogan.
Le groupe A (/) s’identifie maintenant 4 un quotient de {#-1}*. Nous établissons
que le caractere €4 défini ci-dessus ce factorise par ce quotient si <7; () est non nul
(proposition 4.4). Nous montrons que le terme de droite de (1-4), qui est donc encore
bien défini comme représentation de G x A(¥), est bien la représentation A ).
On a donc (théoreme 4.1 du texte) :

Théoreme 1.1. On suppose que  est de bonne parité. Alors la représentation
associée a \r est

W)= Y ) Rey.

deD(y)
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De plus, les représentations 7y (\) non nulles sont non isomorphes deux a deux.

Comme dans le cas des groupes classiques on passe du cas régulier au cas général
(de bonne parité) en utilisant les foncteurs de translation. Pour les groupes unitaires,
on a donc en plus le fait que les <7; () sont irréductibles ou nuls (on ne détermine
pas quand ces modules sont nuls, voir la remarque 4.2). De plus, la seconde assertion
du théoréme montre que la propriété de multiplicité un est conservée.

Passons maintenant a un parametre yg général, avec ¥ = Yy @ Ypp. A la partie
de bonne parité ¥, on attache donc un paquet I1(yc,,) d’un groupe unitaire de
rang Ny, plus petit par la construction que 1’on vient de donner, a la partie de
mauvaise parité on attache une représentation irréductible unitaire p d’un groupe
GLy,(C), etl'on a N = 2N, + Nyp. Ceci détermine un sous-groupe parabolique
standard P = MN de G, du moins si inf(p, g) > N,, avec un facteur de Levi
M isomorphe a GLy, (C) x Gy, (et donc Gpp >~ U(p — Ny, g — N,)). On a alors
(théoreme 5.3 du texte), en remarquant que les groupes A(Yg) et A(Yg,,) sont
naturellement isomorphes :

Théoréme 1.2. La représentation w4 (yg) est obtenue a partir de JTA(l//Gbp) par
induction parabolique, c’est-a-dire

m'Wo)= P Indf(pRmup) K p,.

Top (Y Gy, )
De plus, les induites paraboliques dans le membre de droite sont irréductibles.

Dans cette étape, la conservation de la propriété de multiplicité un des paquets
est évidente. On a donc

Théoreme 1.3. Les paquets d’Arthur des groupes unitaires réels ont la propriété
de multiplicité un.

2. Décomposition des A-parametres

Supposons d’abord que G est un groupe classique. On note Stdg la représentation
standard du L-groupe de G dans GL (C) (voir [Meeglin et Renard 2017, §3.1]), par
exemple si G = Sp,, (R), LG =80,,,1(C) x Wg et Stdg est donné par I’inclusion
de SOzn_H (C) dans GL2n+] (C)

Si Y6 : Wg x SLo(C) — LG est un parametre d’Arthur pour G, on pose
¥ = Stdg oy et I’on voit ¥ comme une représentation compleétement réduc-
tible de Wr x SL;(C). Dans [Meeglin et Renard 2017, §4.1], on a décomposé
cette représentation en représentations irréductibles, et séparé ces représentations
irréductibles selon leur parité, qui peut étre bonne ou mauvaise, ce qui permet
d’énoncer certains résultats de réduction.
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Nous allons maintenant faire de méme pour les groupes unitaires. Soit donc
maintenant G un groupe unitaire réel de rang N, et soit

(2-1) G Wr xSLy(C) = G = GLy(C) x Wg

un parametre d’Arthur pour G. On note v la restriction de g au sous-groupe
C* xSL;,(C) de Wg xSL;(C), que I’on voit comme une représentation de dimension
N de C* x SL,(C). Cette représentation est completement réductible. Pour tout
a € Z~, notons R[a] la représentation algébrique de SL;(C) de dimension a, et
pour tout (¢, s) € Z x iR, notons

(2_2) XisiZH> (Z/Z)I/Z(ZZ)S/Z — Z(t+S)/ZZ(_t+S)/2.
C’est un caractere unitaire de C*. On note pour tout a € Z~.,

(2-3) Xt,s,a = Xt,s © deta

ou det, est le déterminant de GL,(C).
La forme générale de la décomposition de ¥ en irréductibles (apres une éventuelle
conjugaison dans GLy (C)) est

(2-4) v= @ xs®RId
(t,5,0)€EY)

pour un certain ensemble avec multiplicités finies £(i) de triplets
(t,s,a) e Zx iR x Z~y.

Définition 2.1. On dit que le triplet (¢, s, @) est de bonne parité si s = 0, et si
t+a—-1/24+(N-1)/2€Z.

Remarque 2.2. Le fait que v provient d’un A-parametre pour G = U(p, q) est
équivalent a la propriété suivante : si (¢, s, a) € £() n’est pas de bonne parité,
alors la multiplicité de ce triplet dans £(i) est égale a la multiplicité du triplet
(t, —s, a) dans le cas ou s # 0, et si s =0, la multiplicité de (z, 0, a) est paire.

Cela revient a dire, en notant £(Y )y, les triplets de £(y) ayant bonne parité,
qu’il existe une décomposition de £(1) en 1’union disjointe de trois sous-ensembles,
EWp, E' (W), et E"(Y) tel que si (¢, 5, a) € E'(Y) alors (1, —s, a) € £ (Y) avec
la méme multiplicité.

On note

(2-5) Yop:i= P xs®Rlal.

(t,5,)€EY)bp
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Alors Y, est un morphisme de C* x SL(C) dans GLy, ,(C) ou

(2-6) Np= >  a

(t,5,a)€EWY)bp

qui provient d’un A-parametre comme en (2-1), mais pour les groupes unitaires de
rang Npp.

3. Réalisation des groupes unitaires et de leur c-Levi. Induction
cohomologique

3A. Paires paraboliques. Soit G le groupe des points réels d’un groupe algébrique
connexe réductif défini sur R. On fixe une involution de Cartan 6 de G, et I’on note
K le sous-groupe des points fixes de 6 : ¢’est un sous-groupe compact maximal
de G. On suppose que G et K sont de méme rang ; autrement dit, G possede un
sous-groupe de Cartan 7 inclus dans K et donc compact. On note ty, €y et go
les algebres de Lie respectives de T,K et G et t, £ et g leur complexifiées. Les
sous-algebres paraboliques 6-stables de g sont obtenues de la maniere suivante. On
fixe un élément v € /—1t%, et I’on pose :

[=g”=t€9( b g“>, v= P o

_ A(g,t) A(g,t)
G-1) a0 )20
g=1I1dv, L =Normg(q).

Dans cet article, nous appellerons paire parabolique une paire (q, L) obtenue comme
ci-dessus, avec q sous-algebre parabolique 6-stable de g. Le sous-groupe L de G
sera appelé c-Levi de G (terminologie de Shelstad [2015]).

On note (Rﬁ:fm «)¥ Ie foncteur d’induction cohomologique de Vogan—Zuckerman
(cf. [Vogan 1981, §6.3.1]) en degré k, de la catégorie des (I, K N L)-modules vers
la catégorie des (g, K)-modules. Dans ce contexte, le degré qui nous intéresse
particulierement, et méme exclusivement, est S = dim(v N¢¥), et dans ’article, nous
écrirons (Rﬁ”fm K)S sans préciser de nouveau ce qu’est S.

Si A est un caractere unitaire de L, on note A sa différentielle, que I’on voit
comme un €lément de it;. On pose alors

K N
Ag(A) = REFO5(A).
Si le groupe L est connexe, A détermine A et I’on note alors cette représenta-
tion Ag(A).
Sous certaines conditions sur le caractere infinitésimal de la représentation o
de L que I’on induit, on a des résultats d’annulation, d’irréductibilité et d’unitarité

des modules (Rﬁ:fm K)S (o). Nous renvoyons a [Knapp et Vogan 1995] (p. 34, 35 et
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793 respectivement) pour les définitions du (weakly) good range, du (weakly) fair
range et des représentations faiblement unipotentes pour lesquels on a les résultats
suivants : dans le weakly good range (Rq n K) (o) estnul si k =S5 =dim(vbNE).
Si o est irréductible et dans le good range (resp. weakly good range), Rq L)
est 1rreduct1ble (resp irréductible ou nul). Si o est unitaire et dans le weakly good
range, (Rq n K) (o) est unitaire. Si o est faiblement unlpotente et dans le weakly
fair range, alors (Rg mK)k(a) estnul si k # S et (73q mK) (o) est unitaire si o
est de plus unitaire. En revanche, on n’a pas de résultat d’irréductibilité en général
dans le weakly fair range, ni méme le fair range.

3B. Le groupe symplectique. Une maniere commode de réaliser les groupes uni-
taires U(p, q), p+q = N, est de les réaliser comme c-Levi d’un groupe symplectique
Sp(2N, R), les c-Levi des U(p, g) s’identifient alors eux aussi a des c-Levi de
Sp(2N, R). On suppose R2N (identifié a Moan 1(R), les matrices colonnes) muni
de sa forme symplectique usuelle, c’est-a-dire, si X, Y € R*V

(X|Y)='XJY oulJ= Ov v
—IN ON

Soit ¥ =Sp(2N, R) le groupe des isomorphismes de (R*Y, (-|-)), que 1’on muni de
I’involution de Cartan 6 : g — ‘g~ !. Le sous-groupe de ¢ des points fixes sous 6 est
un sous-groupe compact maximal de ¢, que 1’on note ., et qui est isomorphe au
groupe unitaire U(N). On note g et € les sous-algebres de Lie respectives de ¥ et

A, réalisées comme sous-algebre de Lie de Mjy (R). Pour tout (ay, ..., ay) € RY,
on pose :
al
az
an
t(ay,...,anN) =
—ay
—a
—ay
Alors
to 1= {t(al,...,aN), (ai,...,an) G[RN}

est une sous-algebre de Cartan de € et aussi de gp.
Notons g, £, t les complexifications des algebres de Lie go, o, to, respectivement.
Soient A(g, t), A(E, t) les systeémes de racines de g et £ respectivement, relativement
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a la sous-algebre de Cartan t. On a

A(g, ) ={=x(ei £ej), 1 =i < j<N}U{£2¢;, | <i < N},
At ) ={x(ei —¢j), 1 =i < j =N},

oll e; € /=11 C t* est la forme linéaire 7 (ay, ..., an) — +/—1a;. On fixe les
systemes de racines positives

AT (g, ) ={(e;tej), 1 <i<j<N}U{2¢,1<i <N}
At t)={(e;—ej), 1 <i<j<N}

On identifie t* et CV grice a la base (ei)1<i<n de t*, et de méme pour t grace a la
base duale.

3C. Paires paraboliques maximales et induction cohomologique. On continue
avec les notations du paragraphe précédent, en particulier 4 = Sp(2N, R). Soit
(q, L) une paire parabolique pour ¢, et 1’on suppose que la sous-algebre parabolique
0-stable q = [ @ v est maximale. Une telle sous-algebre est obtenue en prenant un
élément de t de la forme

thg=(1,...,1,0,...,0,—1,..., 1)
e e —
p N-p—q q

avec p+¢q < N. On pose alors

lpg = gre =t@ < @ ga)» U/p,q = @ Bas

_ aeA(gd aeA(g,d
(3-2) a()=0 a(t)>0
q;,,q =l,q® U;,,q, L, ,=Normg(qp, ).

Dans le cas ou p+¢g =N, L, , est une réalisation du groupe unitaire U(p, q).
Les racines de t dans [, , sont :

*(e; —ej), l1<i<j<p ou p+1<i<j<N,
* (e +ej), l<i<p<j=N.
On choisit comme systeme de racines positives :

ei—ej, l=i<j=<p,
A =0Ty 0=1—(ei—¢)), p+1<i<j<N
eite;, l=<isp<j=N.
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On pose
(3-3)
8(Ipg) =13 Z o
aeA:{q
=3(N=1,N=3,...,q=p+1,p—g+1,...,p—q+3,..., N—1).

p q

Ona ¥ =LyoetL,,N# >=U(p)xUg).

3D. c-Levides U(p, q). On continue avec les notations de la section précédente.
Notons D(p, g) ’ensemble des familles d = (p;, q;)i=1....¢ de couples d’entiers
positifs ou nuls tels que

Y opi=p et ) g=q et DN)= [] D, 9.
i i p.q

.....

p+q=N
Pour tout d = (p;, gi)i=1....¢ € D(N), notons
=0 ... 0. .2, 2,0 = =L =2 =2 =L ).
- —— —— —, —
P1 Pe—1 Pe qe qe—-1 q1

On définit la sous-algebre parabolique 6-stable g/, = [; @ v/, et le c-Levi Ly associés
atg comme en (3-1). Sid € D(p, q), alors Iy C [pq et Eg estun c-Levide L, g4,
associ€ a la sous-algebre parabolique 0-stable qy de [, 4, ou

(3-4) Gg =y Nlpg=la® (N0 =13 Doy
On pose AT (Ig, ) = A(lg, ) NAT (I, 4, t) et pour touti =1, ..., ¢, a; = p; +¢;,
(3-5) &)

1

:E(al—1,61]—3,...,(]1—[7]+1,612—1,02—3,...,q2—p2—|—1,...,

P1 P2
ag—l,a;—3,....,q0—pe+1,pe—qe+1,....p0—qe+3,...,a0—1,...,

Pe qe
p—q@+1 ... pp—q@p+3, ... a1,

q2

p1—611+1,...,p1—q1+3,...,a1—1).

q1
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4. Parametres de bonne parité

Soit ¥ un A-parametre pour U(p, g) comme en (2-1). On suppose que i est de
bonne parité, i.e., ¥ = Yr,p. On a donc

L
(4-1) v =P, ® Rla)).

i=1

On a supprimé les parametres s; des notations, puisque dans le cas de bonne parité,
ils sont tous nuls. On ordonne les indices i pour que #; > --- >ty et si t; = f;1
alors a; > aj41.

On reprend les notations de la section 3D, en particulier la réalisation de U(p, q)
comme sous-groupe L, , d’un groupe symplectique. Pour tout i € [1, £], on fixe
une décomposition a; = p; + ¢g; en somme de deux entiers éventuellement nuls. On
note D(y) I’ensemble de ces décompositions qui vérifient de plus p =) . p;. On
a donc D(¥) C D(p, q), ce dernier ensemble étant défini dans la section 3D, et
en particulier un élément d € D(y) détermine un c-Levi Ly de L, , isomorphe a
[1; U(pi, gi) et une sous-algebre parabolique 6-stable q; = Iy ® vy de [, , dont la
sous-algebre de Levi est précisément I’algebre de Lie complexifiée de Ly. Pour
tout i € [1, £], on pose a; := Zj<i

Via I’isomorphisme de L, avec [ [; U(p;, ¢;), on définit le caractere A4 du groupe
L, par

aj.

(4-2) Ag = K dettita=N/2=ax
i

On peut aussi définir ce caractere en donnant sa différentielle comme un élément de
t* dans le systeme de coordonnées de la section 3B. Posons A; = (t;+a;,—N)/2—a_;.
On a alors

VN VST ST VISR VAL VI VS IR S|

pP1 Pe qe q1

Le foncteur d’induction cohomologique (Rﬁ;{KLdm K)dim("'im) permet de produire
une représentation de U(p, q) a partir de ce caractére. On pose

(4-3) A () = RES )™ (M)

La condition #; > --- > 1, assure que cette induction cohomologique est dans le
weakly fair range (cf. [Knapp et Vogan 1995, p. 35]). De ceci, il découle que
(RﬂdemK)i(Agl) =0, sii # dim(vg NE), et que si 7 () n’est pas nul, c’est un
module unitaire et irréductible, cette derniere propriété étant propre aux groupes
unitaires (cf. [Matumoto 1996; Trapa 2001]).
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On a défini I’application €4 de [1, £] dans =1 en (1-3). Nous allons expliquer
plus loin comment A () s’identifie & un quotient de {£1}* et €4 A un caractere
de A(Yg).

Théoreme 4.1. On suppose que  est de bonne parité. Alors la représentation
associée a \r est

ah W) = () Rey.
d

De plus, les représentations <7y () non nulles sont non isomorphes deux a deux.

Remarque 4.2. On ne précise pas ici quand les 27; (/) sont non nulles. Toutefois
Particle [Trapa 2001] donne un algorithme pour résoudre cette question; c’est
un probleme difficile. La deuxieme assertion du théoréme est une assertion de
multiplicité un dans les paquets d’ Arthur pour des parametres de bonne parité. Les
résultats de réduction a la bonne parité établis dans la section 5B montrent qu’il y a
multiplicité un dans tous les paquets d’ Arthur des groupes unitaires.

s\ 2

Démonstration du théoreme 4.1. Le théoreme est déja établi sous la condition que
les induites cohomologiques (4-3) soient réalisées dans le good range, ce qui est
plus restrictif que le weakly fair range, la condition sur v étant (1-1). Dans ce cas,
A(Yg) s’identifie naturellement a {£1)*.

En effet, sous cette condition, le théoréme est un cas particulier de [Mceglin et
Renard 2017, théoréme 9.3], qui résulte fondamentalement de [Adams et Johnson
1987; Johnson 1984; Arancibia et al. 2018]. De plus, dans ce cas, les <7; () sont
non nulles et non isomorphes deux a deux.

On se ramene a ce cas en utilisant les foncteurs de translation (cf. [Knapp et Vogan
1995, Chapter VII and Chapter VIII, §5]). On fixe des entiers 77 > --- > T, > O et
on note ¥, le A-parametre

(4-4) Vi =P +1, @ Rlail),

de sorte que ¥ vérifie les hypothese de good range (1-1), et I’on a donc

W)= @ ) Re,

deD(yy)

ou les modules .27 () sont définis comme en (4-3) en remplagant les #; par les
t; + T; dans la définition de A4 en (4-2). Avec ces hypotheses, comme nous 1’avons
dit, A(yy) s’identifie 2 {#1}¢ et cette expression est alors bien définie.

On considere le foncteur de translation correspondant a la représentation de
dimension finie .% qui est la restriction a U(p, ¢) de la représentation de GLy (C)
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de plus bas poids (dans les coordonnées usuelles pour ce groupe)

(—T1/2,--- ,=T1/2, -, =Ty)2, - ,—Tg/Z).

ai ap

Dans les coordonnées choisies ci-dessus pour t*, ce plus bas poids est

y = (—T1/2,...,—T1/2,...,—Tg/2,...,—Tg/2,

)4 pe
Tg/2,—...,Tg/2,...,T1/2,...,T1/2>.

qe q1

Posons 8(vg) = 8(I,,4) — 8(Iy).

Remarque 4.3. On voit facilement avec les expressions (3-3) et (3-5) que ’on peut
définir les T; vérifiant les conditions ci-dessus en posant y = —2m §(vy) pour un
entier m assez grand.

On note 7 ce foncteur et on sait d’apres [Mceglin et Renard 2018a, théoréme 4.1],
que I'on a

T =7 (),

et d’autre part, d’apres [Mceglin et Renard 2018a, théoréme 4.3], en remarquant
que D(Y4) =D(Y), on a T (A (Y+)) = @4 () pour tout d € D(yr). Pour un tel d
fixé, le caractere €4 se factorise en un caractere de A(¥) si et seulement si pour
tout 7, j € [1, €] tels que t; =t; et a; = a;, on a €4(i) = €4(j). Or on a d’apres
[Matumoto 1996, Theorem 3.3.4; Trapa 2001, Theorem 7.9, Lemma 9.3], que 1’on
commentera ci-dessous

Proposition 4.4. La représentation T (a7;(\4)) est non nulle seulement si pour
touti € [1,£[ tel que tiy1 =t; ona p; > qi+1 et ;i > Pit1.

Comme 1’a remarqué Matumoto juste avant ’énoncé de son théoreme, cette
proposition est une conséquence du paragraphe 4.2 de [Barbasch et Vogan 1983].
On peut donc dire que cette proposition est essentiellement due a Barbasch et Vogan.
On peut faire des inductions par étage et donc supposer que £ =2,i =1ett =1t,.
On rappelle que I’on a ordonné les couples (t;, a;) tel que si t; =t; alors a; > a;4+1
sans cette hypothese la proposition serait fausse. Cette hypothése est un oubli dans
[Matumoto 1996] et les choix de cette référence pour I’induction cohomologique
étant opposés aux notres les inégalités sont inversées.

Ainsi pour tout d € D(y), soit le caractere €4 se factorise en un caractere de
A(Yg), soit @7, () est nul, et ceci donne un sens a la formule donnant 7A(y) dans
le théoreéme et établit la premiere partie de celui-ci.

Démontrons maintenant 1’assertion de multiplicité un. La difficulté vient de
I’utilisation du foncteur de translation permettant de passer du good range au weakly
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fair range. Avec les notations ci-dessus, on sait que si d # d’, alors «7; () et
</ (Y4) sont non isomorphes, et I’on voudrait en déduire que si les représentations
Ag(P) =T (y(Yy)) et Ay () = T (g (Y4)) sont non nulles, alors elles sont
non isomorphes.

Pour cela, nous allons utiliser des résultats sur les foncteurs de translation dis-
séminés dans [Knapp et Vogan 1995], et nous allons expliquer comment nous y
ramener, ce qui nous oblige a quelques détours. Signalons aussi que les idées sont
expliquées et mises en ceuvre dans [Vogan 1988] dans un contexte différent, et
que c’est P. Trapa qui nous a suggéré que la démonstration de I’irréductibilité de
I’induction cohomologique convenablement comprise pouvait aussi donner 1’énoncé
de multiplicité un voulu. La premiere chose a faire est de se ramener a des foncteurs
d’induction cohomologique ol la sous-algebre parabolique 9-stable q est fixée et
ou ce sont les formes réelles fortes au sens de [Adams et al. 1992] qui vont varier.
Expliquons le formalisme. On part du groupe compact U(N) et de sa réalisation
usuelle comme sous-groupe des points fixes de I’involution o : g+ g ~! de GLy (C).
On note ici g I’algebre de Lie de GL (C). On choisit un tore maximal 7 de U(N), et
I’on note t la complexifiée de son algébre de Lie. On fixe une sous-algebre de Borel
b de g contenant t. On identifie T a U(1)V, t a CV de sorte que les racines simples
de t dans b soient les formes linéaires ¢; —e;j 1, i =1,..., N — 1,00 (€)i=1...N
est la base canonique de (CV)*. La partition N = Zle a; détermine alors une
sous-algebre parabolique q = [ v de g contenant b. Notons 7'[2] I’ensemble des
éléments d’ordre 2 de T'. Pour tout ¢ € T[2], posons

o, =Ad(t)oo, 6, =Ad®).

Alors o, est une forme réelle de GLy (C) et nous notons U, le groupe de ses points
réels. L’involution 6; est une involution de Cartan de U,, et I’on note K, le sous-
groupe de ses points fixes. C’est un sous-groupe compact maximal de U;. Les U;
sont des formes intérieures pures de U(N) = U;—; (on obtient plus généralement
toutes les formes réelles fortes au sens de [Adams et al. 1992] en considérant plutdt
que T[2] ’ensemble des éléments de 7 dont le carré est dans le centre de Uy,
c’est-a-dire de la forme Aly. Le choix d’une racine carré de A identifie le groupe
des points réels a un U(p, q)). Si 'on écrit t = (51, ..., ny) par I'identification
T = UV, avec n; € {£1} pour touti =1, ..., N, alors U; est isomorphe au
groupe U(n(t), n_1(t)) ou ny(¢) est le nombre des n; égaux a 1 et n_;(¢) celui des
n; égaux a —1. Pour #1, t, € T[2], les formes réelles Uy, et U,, sont équivalentes si
et seulement si ny(t;) =ni(f) et n_1(¢t;) =n_1(t). La sous-algebre parabolique
q est ;-stable pour tout ¢ € T'[2]. Posons L; = Normy, (¢) : c’est un c-Levi de U;
et la complexifiée de son algebre de Lie est . Ces groupes L;, pour ¢ € T[2], sont
des formes réelles d’un groupe complexe L¢ isomorphe a [ [; GL,, (C). Le groupe
L; estisomorphe a [ [; U(pi, g;), ot p; (resp. g1) est le nombre de 1 (resp. de —1)
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dans les a; premieres coordonnées de ¢, et ainsi de suite. On a donc pour chaque ¢
des foncteurs d’induction cohomologique
0.K k
(Rq,L:ﬂK,)
que nous allons toujours considérer dans le bon degré, c’est-a-dire S; = dim(v N ¢,).
On revient maintenant a p et g fixés avec p + g = N et pour tout élément
d = (pi. qi) € D(¥), on pose
=(1....5,=1,...,=1, ..., 1,...,1,—1,...,—1).
- —_—— — ——— [ N ——
P q1 pe qe
On fixe un caractére A de L¢ : dans I'identification de L¢ avec [ [; GL,, (C), il

est donné par
A = |X| detlitai—N)/2—a<i
i

On pose alors pour tout d = (p;, qg;) € DY),

a.K; S
Ay = (Rq,L,jmK,d) 4(A).

C’est un (g, K;,)-module. Comme les formes réelles U,, sont toutes équivalentes
lorsque d décrit D(yr), c’est-a-dire conjuguées deux a deux par un automorphisme
intérieur de GLy (C), on peut voir les classes d’équivalence de (g, K;,)-modules
comme des classes d’équivalence de modules de Harish-Chandra pouriU (p,q),et
les modules .7 () correspondent aux modules <7 (). Il sagit donc de montrer que
les modules ﬁé(lﬂ) non nuls sont inéquivalents deux a deux, vus comme modules
de Harish-Chandra pour U(p, g). D’autre part, comme les groupes unitaires sont
connexes, la catégorie des (g, K;,)-modules est une sous-catégorie pleine de la
catégorie des 4l(g)-modules, ou Li(g) est I’algebre enveloppante de g, et il s’agit
donc de montrer que les modules .7 () non nuls sont inéquivalents deux a deux
comme $1(g)-modules. )

Bien siir, on peut remplacer ¢ par 14 dans ces considérations, et 1’on obtient de
méme des modules «7;(v/1.), d € D(¥) =D() et]’on sait qu’ils sont inéquivalents
deux a deux comme H(g)—modules.

Rappelons maintenant quelques éléments sur le foncteur de translation tirés de
[Knapp et Vogan 1995, Chapter VIII]. Celui-ci est donc défini par la représentation
de dimension finie .%# de plus bas poids y = —2m §(v), d’apres la remarque 4.3,
et nous sommes donc dans les hypotheéses de la proposition 8.31 de [Knapp et
Vogan 1995]. Le foncteur 7 nous fait passer des modules ayant comme caractere
infinitésimal généralisé celui donné par le parametre i, notons-le w4, a des
modules ayant comme caractere infinitésimal généralisé celui donné par le parametre
Y, notons-le u =y +y = py —2m §(v). Ici, on voit p4 et u comme des éléments
de t* qui déterminent chacun un caractere du centre de 1’algeébre enveloppante.
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Reprenons des éléments de la démonstration de la proposition 8.31 de [Knapp
et Vogan 1995], que I’on particularise au cas des groupes unitaires étudiés ici, en
adaptant 1égérement les notations. On y introduit pour tout A" € t*, un module de
Verma généralisé noté M (A'), et I’on montre que si A’ vérifie les conditions du
weakly fair range, alors 7 (M (X +2m 8(v)) = M ()') [loc. cit., Lemma 8.35]. On en
déduit [loc. cit., Lemma 8.39] que pour toute forme réelle G du groupe complexe
ambiant muni d’une involution de Cartan 6 ayant comme groupe des points fixes le
sous-groupe compact maximal K de G, tel que q soit une sous-algebre parabolique
0-stable, avec de plus les conditions de weakly fair range sur A’, que I’on a

T (AL [k W +2m 8(0))) = AT (V).

En particulier, ceci s’applique aux formes réelles U,, définies ci-dessus eta A’+8 = u
(8 désigne bien entendu la demi-somme des racines positive), et I’on a donc

Ty W) = )W),

pour tout d € D(¥). On introduit Q(1") = End(M (1)), qui est un LU(g)RU(g)-
module ayant pour caractére infinitésimal (1’48, —(A’+68)) muni d’une application
naturelle ¢ : U(g) — Q(A') qui respecte les actions a gauche de $U(g). Ensuite, on
prend les élément U(N )-finis de I’algebre Q(A") en posant R(A") =End(M (1)) y(n).-
Ainsi, R(A") devient un (gdbg, U(N)x U(N))-module, et I'image de ¢ est a valeurs
dans R(A"). On pose alors S = S(A') = R(\") ® End(.%), et cette algébre admet une
décomposition selon ses composantes primaires (a gauche et a droite), S = P, B 55 .

Prenons maintenant A’ = pt — 8. La composante S, " est une sous-algebre de S.
Soit M un U(g)-module ayant pour caractere infinitésimal 1, et supposons que
M soit aussi un module a gauche unifere pour R()) tel que les deux actions soient
compatibles via ¢. Alors la composante p-primaire N, du S-module N = M ® .7
est naturellement un S, "-module. Ce qui est fondamental pour nous ici est le
résultat suivant : si M est un R(A')-module simple, alors N, est S,"-module
simple ou bien 0, et de plus, si M', M? sont deux R()')-module simples non
équivalents, et si N /1 et N /3 sont non nuls, alors ce sont deux S, "-modules simples
non équivalents. On trouve la démonstration a la page 524 de [Knapp et Vogan
1995], pour une algebre S différente, mais la démonstration est formelle et se
transpose sans changements. D’ailleurs un résultat formel général analogue (avec
la méme démonstration) dans le cadre des algebres a idempotents se trouve dans
[Renard 2010, proposition 1.3.2].

Il y a un foncteur de translation pour les L(g)®4U(g)-modules construit avec
End(.%) allant des modules ayant pour caractere infinitésimal généralisé (s, —+)
vers les modules ayant pour caractere infinitésimal généralisé (i, —u). Notons
le 72. On a alors

St =T*(R(uy —8)) = R(in — ).
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De plus, on peut munir les <7;(¥4.), d € D(¥), d’une structure de R(1")-module
compatibles avec 1’action de £A(g), ceci apparait 2 la page 577 de [Knapp et Vogan
1995]. Il résulte de ceci que les dé(¢+), d € D(yr) sont des R(u — 8)-modules nuls
ou simples, les non nuls étant inéquivalents deux 2 deux. La proposition 8.31 de
[Knapp et Vogan 1995] a en fait pour but d’énoncer un critere pour en déduire que ce
sont des £l(g)-modules nuls ou simple, il suffit que I’application naturelle ¢ de 4((g)
dans R(u — §) soit surjective. Or c’est le cas pour les groupes unitaires, cela vient
du fait que les orbites nilpotentes en type A sont de Richardson avec une application
moment birationnelle et sont d’adhérence normale [Kraft et Procesi 1979]. C’est
ainsi que I’on montre que les A;(1)-modules dans le weakly fair range sont nuls
ou irréductibles pour les groupes unitaires. Ce que nous venons de remarquer ici,
c’est que I’inspection de la démonstration montre en plus que les modules «7; (1),
d € D(¥) non nuls ne sont pas équivalents en tant que ${(g)-modules et ceci termine
la démonstration du théoreme. O

Remarque 4.5. La définition des paquets d’ Arthur par les identités de transfert
endoscopiques suppose avoir choisi parmi les formes réelles fortes (au sens de
[Adams et al. 1992]) U;, t € T[2], introduites ci-dessus, une forme quasi-déployée,
et pour celle-ci, une donnée de Whittaker. Ici, la forme quasi-déployée choisie est
donné par

te=(1,-1,1,—1,...,(=D"1

et est donc isomorphe a U(N /2, N/2) si N estpairet U(|N/2]+1, |[N/2]) si N est
impair. D’autre part, on peut considérer un parametre de séries discretes ¥, pour les
groupes unitaires de rang N, c’est-a-dire avec ¢ = @lNz 1 (x; X R[1]) avec les #; dis-
tincts. Les constructions faites ci-dessus pour d € D(y) = ((1, 0), (0, 1), (1,0), ...)
déterminent une série discrete générique de ce groupe unitaire quasi-déployé, et ’on
fixe la donnée de Whittaker pour que cette série discrete admette une fonctionnelle
de Whittaker. Des choix différents meneraient a une formule différente en (1-3)
en tordant la paramétrisation par un caractere de A (). Voir [Mceglin et Renard
2017] pour une discussion analogue pour les groupes classiques.

5. Réduction au cas de bonne parité

5A. Mauvaise parité et induction parabolique. Dans cette section, nous démon-
trons des résultats énoncés sans démonstration dans [Mceglin et Renard 2017] ainsi
que leurs analogues pour les groupes unitaires. Soient G un groupe classique ou
unitaire, et ¥, ¥ comme dans la section 2. Considérons une décomposition de
de la forme :

(5-1) v=pdp @Y
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ou, dans p, il n’apparait que des facteurs de mauvaise parité. Ici p* désigne la
représentation contragrédiente si G est un groupe classique, et la duale hermitienne
si G est un groupe unitaire. Remarquons que toute la partie de mauvaise parité peut
se mettre sous la forme p @ p*.

Si G est classique, le parametre ¥’ se factorise par le L-groupe d’un groupe
classique quasi-déployé G” de méme type que G. Soit V> le paramétre d’ Arthur
pour le groupe G’ tel que ¥’ = Stdg' oY ». De méme, si G est unitaire, ¥ est la
restriction a C* x SL; (C) d’un paramétre - pour un groupe unitaire quasi-déployé
G’ de rang plus petit.

Notons N, la dimension de la représentation p. Si G est classique, c’est une
représentation de Wy x SL,(C), et I’on note HEL la représentation de GLy, (R) de
parametre d’ Arthur p (cf. [Arancibia et al. 2018, §3.1]). Si G est unitaire, c’est une
représentation de C* x SL,(C), et I’on note HSL la représentation de GLy, (C) de
parametre d’Arthur p. Pour unifier les notations, on note simplement GLy, pour le
groupe GLy, (R) si I’on est dans le cadre des groupes classiques, et GLy, (C) si
I’on est dans le cadre des groupes unitaires.

Selon la forme intérieure G et la dimension N, de p, le groupe G admet ou
pas un sous-groupe de Levi maximal standard M isomorphe a2 GLy, xG’, out G’
est une forme intérieure de G”. Par exemple, si G = U(p, ¢), la condition est que
inf(p, q) > N,, etsic’estle cas,ona G'=U(p — N,,q — N,), et on a la méme
condition si G =SO(p, g). Si G est quasi-déployé, la condition est toujours vérifiée
avec G’ = G”, et ceci fournit une injection

(5-2) (:'M = (GLy, x G°) x Wg <> LG

de sorte que Y =t o Yy ot Yy : Wr — LM est construit a partir de p et ¥¢».
Ici GLy, = GLy(C) si GLy, = GLy,(R) et GLy, = GLy(C) x GLy(C) si
GLy, = GLy, (O).

Comme le groupe G” ne joue pas de rdle dans ce qui suit, on note plutdt /g pour
Y g» du moins si la condition d’existence de G’ est satisfaite. On vérifie facilement
I’énoncé suivant.

Remarque 5.1. Les groupes A(yg) et A(Y’) sont naturellement isomorphes.

Reprenons les notations de I’introduction, ot pour un parametre d’ Arthur ¥
pour le groupe G, nous avons noté 74 () la représentation unitaire de longueur
finie de G x A(Y¥g) attachée a /¢. On la note aussi ﬂA(wg, G). On décompose
maintenant cette représentation selon les caracteres du groupe abélien fini A(Y¥g) :

(5-3) W, G = @ 7We.n G)Rn

)
ou les 7 (Y, n, G) sont maintenant des représentations unitaires de longueur finie
de G.
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Proposition 5.2. Avec les notations ci-dessus, si la condition d’existence de la
forme intérieure G' n’est pas vérifiée, on a w4 (Yg) =0. -

Si la condition d’existence de la forme intérieure G’ est vérifiée, soit n € A(Yg)
et soient 1 (Y, n, G) et m1(Yg, n, G') les représentations semi-simples de G et
G’ respectivement attachées par Arthur (cf. (5-3), oi pour w(VYgr, n, G') on tient
compte de la remarque ci-dessus). On a alors

(5-4) 7(Ye,n, G) =Ind§(NS" @ (Yo, 0, G)).

ou P est un sous-groupe parabolique standard maximal de G de facteur de Levi M
isomorphe a GLy, xG'.

Pour les groupes classiques, c’est la proposition 4.3 de [Mceglin et Renard 2017],
énoncée sans démonstration.

Démonstration. Notons 8 (g, n, G) la représentation induite du membre de droite
dans (5-4), et
?We, G)= P 7 W, n, G Ry,

neAWo)

Nous avons besoin de savoir que 77 2 (¢, G) est non nul si G est quasi-déployé avant
de pouvoir démontrer que cette représentation est 74 (¢, G). Evidemment si G est
quasi-déployé, on a remarqué que la condition d’existence de G’ est toujours satis-
faite, et que G’ = G” est quasi-déployé. Ainsi 778 (¥, G) est non nul si et seulement
si 74 (g, G') est non nul. Or on sait que le paquet 14 (Y, G') est non nul, car il
contient au moins les représentations dans le paquet de Langlands associé au paquet
d’ Arthur. Ceci montre I’assertion voulue. Considérons alors la représentation vir-
tuelle stable 74 (Y, G')(sy) =[r (Y, G"],ousy =vy'(1, —1d) (cf. ([Meceglin et
Renard 2017, (2.3.3)]). Elle vérifie I’identité endoscopique tordue [Mceglin et Renard
2017, (3.2.4)]. Comme le transfert endoscopique tordu commute avec 1’induction,
on obtient que le transfert tordu de la représentation virtuelle 78 Wg, G) (sy) est
la trace tordue de I’induite pour le parabolique standard de GLy de Levi standard
GLy, x GLy de la représentation HSL X l'[(w;,L Or cette induite est Hg’L, d’apres la
définition des paquets d’ Arthur des groupes linéaires (voir [Arancibia et al. 2018, sec-
tion 3.2]). D’autre part 74 (Vg G)(sy) = [T (Y¥g, G)] vérifie aussi I'identité endo-
scopique tordue. On obtient donc que 74 (Y¥g, G)(sy) = 78 (Wg, G)(sy), puisque
ces deux représentations virtuelles stables ont méme transfert endoscopique tordu.

Nous allons démontrer que 778 (g, G) vérifie aussi les identités endoscopiques
ordinaires [Mceglin et Renard 2017, (2.3.5)]. On ne suppose plus que G est quasi-
déployé, mais 1’on suppose que la condition d’existence de G’ est satisfaite, car
sinon, il est clair que 74(Yg, G) =0.Soit H=(H,x,&§ :“H - LG, ...) une
donnée endoscopique elliptique de G (cf. [Arthur 2013]) telle que ¢ se factorise
par le groupe dual de H et on fixe une telle factorisation /¢ = & o ¥,.. En particulier
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I’élément x € LG s’identifie & un élément du commutant de . Il faut alors
démontrer qu’il existe une donnée endoscopique elliptique H' = (H', x', ...) de G’,
tel que 1’élément x’ de cette donnée soit dans le centralisateur de ¢ et tel que
le transfert de la distribution stable associée a H et a la factorisation de ¥ soit
I’induite du produit tensoriel des données analogues pour ¥ et H' et de la représen-
tation H/?L. Expliquons maintenant comment construire explicitement cette donnée
endoscopique H'. Comme il est loisible de le faire ici, on suppose que x vérifie
x? = 1. On décompose alors ¥ en 1/, @ ¥_ suivant les valeurs propres de x. On
remarque que 1’on a aussi une décomposition analogue pour ¥’ et pour p. On a alors

Uy =pr ®pL Y,

et une décomposition analogue avec + remplacé par —. C’est ici qu’a servi I’hypo-

these sur la mauvaise parité des composantes de p, pour que le dual de p. apparaisse

lui aussi dans I’espace propre de valeur propre +1. Notons N,, les dimensions des

représentations pi, et I'IgiL la représentation de GLy,, associée a ce parametre.

Onabiensir N, =N, +N,_et HEL est I’induite parabolique de H&L X l'I/(:iL .
Ainsi il existe un sous-groupe de Levi

My >~ (GLN,,+ xM+) X (GLN/L xM*)

de H tel que ¥, se factorise par le L-groupe de My et la représentation virtuelle
stable [ (¥, H)] de H associée a ¥, est une induite a partir de ce Levi. Notons
H'’ le facteur M x M~ de M : ¢’est un groupe endoscopique pour G', s’inscrivant
dans une donnée endoscopique H' = (H', x', §’, ...) de G’ et le paramétre d’ Arthur
Y se factorise en &' o v,v. L’élément x” est dans le centralisateur de ¥/, on peut
le prendre tel que x’ Z=lety =y @y estla décomposition de ¥’ selon les
valeurs propres +1 de x’. Partons de la représentation stable [ (Y, H')] associée
a Y. On peut d’abord considérer son transfert endoscopique vers G’, puis induire
vers G avec HSL :

Ind§_,, (MG X Trans§, ([7 (¥, H)D)),

ol Transg/, désigne le transfert endoscopique (spectral) du groupe endoscopique
H’ de G’ vers G'. Or, ceci est égal a

Ind$_ (MG R (Y, H)(syrx)) =78 (Y6, G) (syx).

Le fait que le transfert commute a 1’induction nous dit que I’on obtient le méme
résultat en prenant le produit tensoriel extérieur avec Hg:‘ et HS_L pour obtenir une
représentation virtuelle de My que I’on induit vers H, puis en prenant ensuite le
transfert endoscopique de H vers G :

Trans{, (Ind} _,, ., (l'lg’:‘ X HS_L X [ (Y, GNI)).
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Or ceci est égal a

Trans (7 (Y, H)]) = 7% (Y6, G)(syx).

On obtient donc que 72 (Y, G) (syx) = T4 (Wg, G) (syx). Comme on a ceci pour
tout x € A(Y¥ ), que G soit ou non quasi-déployé, on en déduit par inversion de
Fourier que nB(wG, G) = JTA(w(;, G). O

5B. Irréductibilité de I’induite parabolique pour les groupes unitaires. Nous al-
lons reformuler la proposition 5.2 de maniere un peu plus explicite pour les groupes
unitaires, en y ajoutant un résultat d’irréductibilité des induites paraboliques.

Théoreme 5.3. Soient g un A-parametre pour G = U(p, q), W sa restriction a
C* x SLy(C) comme en (2-4) et Yrop la partie de bonne parité de ce paramétre.
Soient N = p +q et Ny, comme en (2-6). En particulier N — Ny, est pair, et I’on
pose amp = (N — Npp) /2, c’est le cardinal de I’ensemble E' (). On a alors
(1) Siinf(p, ) < amp, alors 7 (yg, G) =0.
(ii) Si inf(p, q) > amp on pose pyy = p — Amp, Gop = g — Amp €t Y est la
restriction a C* x SLy(C) d’un paramétre VGy, POUr Gop = U(phyp, gbp)- On
a donc une représentation unitaire nA(lprp, Gop) de U(pop, qop) X A(l//Gbp),
qui s’écrit

T4 WGy Gop) = D T (WG 1. Gop) M.

NEAWay,)
Alors 14 (Y, G) s’écrit t* (Vg, G) = @na@ (Yg, n, G)Xn, avec pour
tout n € A(Yg) (rappelons qu’en vertu de la remarque 5.1, on peut identifier

AWa,) et AW6)),

n<wc,n,G>=Ind§i<< X x,,s,a)mwcbp,n,c;bp))
(t,s,a)€E (¥)

pour le sous-groupe parabolique standard P de U(p, q) dont le sous-groupe
de Levi est ]_[(t’s’a)eg,(w) GL(a, C) x U(puvp, qop)-
De plus, si T est une sous-représentation irréductible de 7w (Y, oo Tl Gbop)s

alors Ind$ (X s.aree'w) Xi.5.a) B T) est irréductible.
Démonstration. Seule la derniere assertion est nouvelle par rapport a la proposition.
Les représentations t de la derniere assertion du théoréme sont les représentations
g (Yop) de la section 4 attachée a la partie de bonne parité du parametre. Il est
démontré dans [Matumoto 1996, Theorem 3.2.2(2)] que I'induite parabolique de

( X xu,s,a))&%(wbp

(t,s,a)eE' (¥)

est irréductible, ce qui est exactement 1’assertion voulue. U
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5C. Irréductibilité de ’induction parabolique pour les groupes classiques. Nous
complétons maintenant la proposition 5.2 pour les groupes classiques en y ajoutant
le fait que, comme pour les groupes unitaires, 1’induction parabolique préserve
Iirréductibilité. Ce résultat avait été énoncé sans démonstration dans [Mceglin et
Renard 2017, théoreme 4.4].

Théoreme 5.4. On se place dans les hypothéses de la proposition 5.2. On suppose
que la condition d’existence de la forme intérieure G’ est vérifiée. Soit n € A(Yg).
Si T est une sous-représentation irréductible de w (Vg n, G'), alors Indg (HSL XT1)
est irréductible.

Rappelons que pour un groupe classique G, la mauvaise parité est : impaire si G
est un groupe spécial orthogonal, paire si G est un groupe symplectique. On écrit
la partie de mauvaise parité p (cf. [Meeglin et Renard 2017, §4.1]) sous la forme

p= P b.sBRa1® B ne.s, ®RId}].

i=1,..0 j=1,..¢

Dans la premiere somme, t; € Z~g, s; € iR, et §;, 5, est le parametre de Langlands de
la série discréte de caractere infinitésimal ((1; +s:)/2, (—t; +5;)/2) de GLy(R), et
sis; =0, alors #; +a; — 1 est de mauvaise parité. Dans la seconde somme €; € {£1},
s;€iR, et Nej.s; €St le parametre de Langlands du caractere x — sgn(x)(l_ef /2| x |8
de GL{(R), et si s; =0, alors a;. — 1 est de mauvaise parité. On note encore &, ; et
Nej.s; les représentations de GL;(R) et GL;(R) dont ce sont les parameétres. Pour
chaque indice i, on considere la représentation de Speh, notée Speh(d;, s, , a;) de
GL,,, (R) qui est irréductible et unitaire, et pour chaque indice j, le caractere unitaire
Nej.s; © det de GLa}(R). La représentation l'I(p;L est alors obtenue par induction
parabolique irréductible a partir de la représentation

( & Speh(ati,é‘i ’ ai)) IE ( & ngj’sj o det)
4

i=1,....¢

du facteur de Levi

( [1 GLz,l,.(m) x( [1 GLa;.(m)
i=1,...,.0

i=1,..., j=1,..., l
de GLy, (R).

Soit Gg le groupe de méme type que G tel que GLy, (R) X G est un sous-groupe
de Levi d’un parabolique P de G. On note 1y une représentation unitaire irréductible
de Go. On note Ny son rang. On suppose que le caractere infinitésimal de g a bonne
parité, c’est-a-dire qu’il est formé d’entiers si la demi-somme des racines positive
de G est formée d’entiers et est formé de demi-entiers non entiers sinon. Le fait
que 7p soit unitaire n’est absolument pas nécessaire mais simplifie 1égérement la
preuve. Le théoreme résulte alors de la proposition plus générale suivante.
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Proposition 5.5. La représentation induite Indf.@;(l'lgL X 19) est irréductible.

Démonstration. On note m = Indg (I"[SL X 19). Nous allons scinder la démonstration
en plusieurs étapes.

Premiére étape. Pour tout j € [1, £'], on remplace Nej.s; X R [a}] dans la partie de
mauvaise parité p par

(néj,Sj IZ R[a;]) @ (7776],31' IZ R[a;])

On obtient ainsi un paramétre p* de dimension plus grande, et toujours de mau-
vaise parité, et il est clair que la proposition est vraie pour p si elle 1’est pour p*.
Remarquons que 1’on peut poser Nej.sj B N—ejs; = do, 5 (la limite de séries dis-
cretes do, 5 de GL;(R) est I'induite de Nej.s; X N—e;.5;)- Ainsi, on peut supposer que
p=B._ ¢ 84.5: X R[a;], mais il est maintenant possible que certains #; soient
nuls. La dimension N, de p est paire, et I’on pose N ;) = N,/2 =), a;. On change
maintenant 1égerement les notations, P = MN désigne maintenant le sous-groupe
parabolique standard de G de facteur de Levi isomorphe 2 ([]; GLag, (R)) x Go.
La représentation 7 est donc avec ces notations

7 =Ind$ ((& Speh(s;, ;. a,-)) X ro).

Deuxiéme étape. Les représentations Speh(§;, 5;, a;) sont obtenues a partir du carac-
tere x;, s;,.; de GLg, (C) par induction cohomologique. Ceci est bien connu, voir par
exemple [Knapp et Vogan 1995, p. 586], et I’on utilise ici la version normalisée de
I’induction cohomologique [loc. cit., (11.150b)]. Ainsi, 7 est obtenue en deux étapes,
d’abord une induction cohomologique, puis une induction parabolique. Le théoreme
de transfert du chapitre 11 de [loc. cit.] permet d’échanger 1’ordre de ces deux
inductions. Une référence commode pour cela est [Matumoto 2004, Theorem 2.2.3],
qui nous donne exactement I’énoncé voulu. Donnons les détails. Matumoto introduit
la terminologie de o 0-paire pour un couple (p, q) de sous-algebres paraboliques
de G. La sous-algebre p est la complexifiée de I’algebre de Lie d’un sous-groupe
parabolique P de G, qui ici a été fixée a la fin de la premiere étape. La sous-algebre
q est une sous-algebre parabolique 6-stable. On pose L = Normg/(q). On choisit
ici cette sous-algebre de sorte que d’une part L soit isomorphe a U(N/, N ;)) x Go
et que d’autre part la condition S2 de la définition 2.1.1 de [Matumoto 2004] soit
vérifiée, c’est-a-dire que p N ¢ contient une sous-algebre de Cartan o et §-stable
de g. Il est facile de vérifier que I’on trouve une telle sous-algebre ¢, en partant
d’un sous-groupe de Cartan isomorphe a ((DX)N/; x U(1)No de M. On adopte les
notations de Matumoto, qui sont usuelles (p =m®n, ¢ =[P u, etc.). On a ainsi

MNK dim(uNmNt)
T = Indg ((nR:;ﬂm,rzﬁMﬂK) e ((lx Xliniylli) X TO)) .
i
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Remarquons que ici L N M est isomorphe a ([]; GLg, (C)) x Go. Le résultat de
Matumoto nous permet alors d’écrire, sous certaines conditions de positivité des
parametres,

T = (Rﬁ:me)dlm(umE) (IndéﬂL (((& Xl‘,',S,’,a,') & t()) ® C—S(u )) .

Ici, on a simplifié la formulation de Matumoto, en utilisant le fait que le groupe
L N'M est connexe, et ainsi le caractere noté Csinyy par Matumoto venant de la
normalisation subtile des foncteurs d’induction cohomologique dans [Knapp et
Vogan 1995] coincide ici avec Cssny) (en général ces deux caracteres sont seulement
égaux sur la composante neutre de L N M). D’autre part, si I’on suppose les t;
suffisamment grand, les hypotheses de positivité dans le théoreme de Matumoto
sont vérifiées.

On veut montrer que 7 est irréductible. Or, avec les ¢; suffisamment grand, 1’induc-
tion cohomologique (Rg:fm )3mE® e fait dans le good range et préserve donc 1ir-
réductibilité. 11 suffit alors de démontrer que Indk -, (XK x1.51,0) ¥ 70) @ C_s))
est irréductible. Or

U(N),.N})
Indf, ((<& Xt,-,s,-,a,-) @fO) ®C—a<u>) = (Indp/ ’ (<& Xz,-,s,-,a,-) ®@—s<u>))@fo

Ici P’ est un sous-groupe parabolique de U(N/, N //)) de facteur de Levi isomorphe
a []; GL, (C) (ce dernier se plonge naturellement dans GLy,(C) et I’on voit
GLy, (C) comme le Levi du parabolique de Siegel). On est ramené a montrer
Pirréductibilité de Ind %> ((X; x.5,.0,) ® C—squ))- Ceci découle de la derniere
assertion du théoreme 5.3 car I’hypothese de mauvaise parité pour le groupe unitaire
UN',N ;)) est vérifiée, comme on le montre ci-dessous.

On calcule le caractere de torsion C_s(,). Posons g = 0 si G est un groupe
orthogonal pair, e = 1 si G est un groupe symplectique, et €g = % si G est un
groupe orthogonal impair. Dans le systeme de coordonnées usuelles pour G, on a

Sw=(N—-N,—3+e.....N—N,—L1+¢5.,0,...,0).

p o
[ —;
N, No

L’hypothese de mauvaise parité des (%;, s;, a;) pour G est : soit s; # 0, soits; =0
et(ti+a;—1)/2+¢€g € %Z\Z. Dans les deux cas, (ti +N— N; — % +€g, S, a,-)
est de mauvaise parité pour U(N/, N //)), car dans le second cas

5ti+ai—1)+N—N,—5+ec+32N, —1) e 3Z\Z.

Ceci termine la deuxiéme étape ol 1’on a établi le résultat voulu si la condition
que les #; soient suffisamment grands.

Troisieme étape. On ne suppose plus ici que les #; sont suffisamment grand, mais on
choisit 7' suffisamment grand pour que la représentation 7 obtenue en remplacant
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les t; par t; + T soit irréductible d’apres la deuxieme étape. C’est-a-dire que 1’on
pose

77 =Ind$ ((& Speh (8,4 7., ai)) X ro)

1
= IndIGJ ((nR:iﬁnA{QIéMmK)dlm(ummmE) ((IX Xti-‘rT,s,-,a,-) X ‘EQ))
1

On veut montrer que 7 s’ obtient de w7 par un foncteur de translation [Knapp
et Vogan 1995, Chapter 7], c’est-a-dire que 1’on obtient 7 en tensorisant w7 par
une représentation de dimension finie ' de G, et ’on projette sur la composante de
caractere infinitésimal généralisé le caractere infinitésimal de 7. On note ng le rang
de Gy. Le rang de G est donc ng + N, =no + 2N/’).

On choisit une sous-algebre de Cartan h de g et un systeme de racines positives
A*(g, b) de b dans g. On considere la représentation de dimension finie F, de G
de plus haut poids

(T/2.....7/2,0,....0).

2N, no
On remarque que cette représentation admet le poids extrémal

wo:=(-T/2,...,-T/2,T/2,...,T/2,0,...,0).
N e’

! ’ n
N, N, 0

On note p’ =m’ @1’ la sous-algebre parabolique de g qui stabilise le sous-espace
poids o de F (qui est de dimension 1 car g est extrémal). Son facteur de Levi
m’ est isomorphe a gly, (C) x gl (C) x go. On note ¢’ = ' ® v’ la sous-algebre
parabolique de g contenue dans p’ dont la sous-algébre de Levi I’ est isomorphe a

gly, (C) x -+ - x gly, (C) x glg, (C) x - - - x gly, (C) X go.

Ceci ne détermine pas ¢ :onal' cm/, v Cv/, v =n'@® (m' Nu') et ’on fixe
m’Nu’ en demandant que pour toute racine 8 € A(W, h),

(5-5) Bty oo ostty o tey ooty —tg, o tey o, =1, ..., —11) < 0.
[ ——; ——

aj ap agp ap

On note X le caractere infinitésimal de 7 et )27 celui de w7 que I’on voit aussi
comme éléments de h*. On veut montrer que  s’obtient de w7 par le foncteur de
translation défini par F, c’est-a-dire que

= (77 ®F);

ot (-); dénote la projection d’un module 3(g)-fini sur sa composante primaire pour
le caractere infinitésimal généralisé défini par A.



SUR LES PAQUETS D’ARTHUR DES GROUPES UNITAIRES 79

Pour cela, on suit [Vogan 1988, Proposition 4.7] en modifiant convenablement
les hypotheses. On commence par montrer un analogue du lemme 4.8 de [Vogan
1988].

Lemme 5.6. Soit i € b* le plus haut poids d’une composante irréductible de la
restriction de F a I'. On suppose que pour un certain w dans le groupe de Weyl
de G,ona

Gr+w=w-Xx
Alors (L = .

Démonstration. On pose by = hN[l', ['] et I’on note 3; le centre de I'. On a alors

h=bidjs et bh*=h ®j3.

C’est une somme directe orthogonale. Si v € h*, on note v = V(@ v; sa décomposition
selon cette somme orthogonale. Le poids p s’écrit po+ Y e, Mg B, avec les
coefficients my entiers négatifs. On a donc

(r 4wy =CGr +po)s+ Y. mgBy,
BeA® )
Dans le systéme de coordonnées choisi, A7 s’écrit
%(11+T+(111 -D,...0+T—@—1,....te+T+@—1),....t0+T+(a,—1),

aj ag

—ty—T+ @ —1),...,—t,—T—(a,— 1),

ag

—n—T+mr4an—n—r—m_4xanq*)

aj

ou sur les derniere coordonnées, il apparait le caractére infinitésimal de 7y que nous
n’explicitons pas. Ainsi A7 + o s écrit

1
%n+@—npwn—@—npwn+w—nwwq+m—n,

ajy ag

—M+WW4Luq—%—Wr4%—ﬁ—+MV4%~n—h—WV4L&nqﬂ

ag ap

et ):T + o = X, d’on

(XT + M)g = 5\3 + Z mg ﬁl;j[
BeA('.bh)
et en utilisant (5-5), on en conclut

(5-6) G =+ ;11 < 1125l
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avec égalité si tous les myg sont nuls.

D’autre part A7+ et A = Ar + po ont méme prOJectlon sur by car . — o € h*
Ainsi ||(A7 + u)(]l = [|A(]]. Or I’ hypothese force A7 -+ i et A A avoir méme norme,
et il y a donc égalité dans (5-6), d’ou u = . O

Pour en déduire le fait que la translation de w7 est bien 7, on raisonne comme
dans [Vogan 1988], ou la proposition 4.7 est déduite du lemme 4.8. Ici, on uti-
lise le fait que pour toute représentation 7 de M et pour toute représentation
de dimension finie F de G, Ind% p(DQF = Indg (t ® Fim). On applique ceci a
T = "Ryt Lo K)d‘m(mmm)((lx, Xi+T.s1.a) ¥ T0) et & F comme ci-dessus, et
I’on obtient

di NmNE
T ® F = IndG (( ?HZQIETMQK) mum )<<|X| Xl‘,'-i-T,S,',a,') IX' TO) ® F|M> .
1

Ensuite, on utilise le fait que I’induction cohomologique a lieu dans le weakly
fair range, ou il y a annulation des foncteurs d’induction cohomologique en de-

gré différent de dim(u N'm N £), ce qui nous permet de remplacer le foncteur

m,MNK dlm(uﬁmﬂk) i ng m,MNK dim(uNmNe)—i
(" Rqﬂm,LﬂMﬂK) ar R:=) (=) ( qmm,mMﬂK) (on ob-

tient alors une égalité de représentations virtuelles). Ceci nous permet d’utiliser
[Vogan 1981, Lemma 7.2.9(b)], et I’on a alors

ar @ F = Indg (R((lx Xz,+T,si,ai> X 'E()) ® F|M)
= Ind (R(<(|Z Xt,-+T,s,-,a,-) X To) ® F|MﬂL)>-

On remarque alors, avec les notations employées, que ’on a en fait ' =[Nm
et ¢ = I'®n. On conclut en remarquant que les contributions a la projection de
77 ® F sur la composante primaire A proviennent des composantes de la restriction
de F a I de plus haut poids u vérifiant I’hypothése du lemme, et que ceci donne
alors le résultat voulu.

Quatrieme étape. La translation préserve I'irréductibilité si ’image de 1’algebre

enveloppante dans I’algebre des endomorphismes G-finis de la représentation induite
du caractere de p est surjective. Un critere pour cela est que 1’orbite de Richardson
du parabolique P soit de fermeture normale et que I’application moment soit
birationnelle. Les orbites décrites par Barbasch [1989, Proposition 14.5] vérifient ces
criteres. La description de Barbasch en termes d’induite de Richardson s’applique
directement pour nous : dans le cas des groupes symplectiques, il suffit que G
soit trivial, et pour les groupes orthogonaux a I'inverse, il suffit que le rang de
Gy soit grand par rapport aux a;, et que la représentation 7y soit de dimension
finie. Comme on suppose 7 unitaire, si 7o n’est pas de dimension 1, cela veut dire
que Gy est un groupe compact, mais nous n’allons utiliser que le cas ol 7 est la
représentation triviale. Ainsi, on obtient I’irréductibilité de 7 a condition que 7 soit
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la représentation triviale du groupe trivial si G est symplectique, et la représentation
triviale d’un groupe G de rang suffisamment grand si G est orthogonal.

Cinquieme étape. On revient a 1’énoncé général de la proposition en utilisant

toutefois la réduction effectuée dans la premiere étape. On a donc

7 =1Ind§ ((& Speh(s;, 5, a; )) X ro>.
l

L’idée est de construire un opérateur d’entrelacement de 7 dans un module stan-
dard en position de Langlands négative, I’irréductibilité de & étant alors conséquence
de I'injectivité de cet opérateur : rappelons que 1’on a supposé 7y unitaire, et donc 7
est de longueur finie et unitaire, donc semi-simple, et bien siir, le module standard
en position de Langlands négative admet un unique sous-module irréductible.

Pour cela, nous allons avoir besoin de quelques considérations préliminaires
sur les représentations induites des groupes généraux linéaires. Utilisons les no-
tations usuelles pour les induites depuis les sous-groupes paraboliques standard
dans les groupes généraux linéaires et classiques. Comme précédemment, notons
;s la représentation de GL;(R) essentiellement de carré intégrable de caractere
infinitésimal ((—f +s)/2, (t +5)/2),0ut € Z-¢ et s € C (jusque 13, nous n’avions
introduit que les séries discretes, c’est-a-dire les §; ¢ avec s € iR), et notons n¢ 5 le
caractére de GL (R) défini par x > sgn(x)1=9/2|x|%, € € &1, s € C, de caractere
infinitésimal s. Si § est I’'une de ces représentations §; s ou 7. s de GL2(R) ou
GL;(R), notons Z(§) I’ensemble (¢ +s)/2+ Z dans le premier cas, et s + Z dans le
second. D’apres un résultat de B. Speh [1981], si §; et 8, sont deux représentations
de cette forme, alors la représentation induite §; x §, est irréductible si Z(81) # Z(5,).
En particulier, comme dans le groupe de Grothendieck on a 6; x 8, = 6, x 61 en
toute généralité, on voit dans ce cas que §; X &, et 5 x §; sont isomorphes. On a
des familles d’opérateurs d’entrelacements

M(y1, y2) 1 811" X 821172 = 8] - |2 x 81+
et
N(y1, y2) 18]I x 81| - = 81 - ' x &2

méromorphes en (y;, y2) € C2. Les compositions

M(y1, y2) x N(y1,y2) et N(y1, y2) X N(y1, y2)

sont des opérateurs scalaires donnés par une méme fonction méromorphe 1n(yy, y2)
a valeurs complexes. Cette fonction n’a pas de pdle en (0, 0) (a cause de la condition
sur Z(81) et Z(87)) et I’'un des opérateurs M (yy, y2) ou N(y1, ¥2) est holomorphe en
(0, 0) (celui pour lequel le terme de gauche de la fleche est en position de Langlands
positive, et le terme de droite en position négative). Les opérateurs d’entrelacement
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M (0, 0) et N(0, 0) sont donc définis et réalisent 1’isomorphisme entre §; x §; et
82 X 81.
On tire de ceci le résultat suivant

Proposition 5.7. Soient 1, et 15 des représentations irréductibles de GL,, (R) et
GL,, (R) respectivement. Supposons que pour un x| € C, le caractere infinitésimal
de 1 soit formé de nombres tous dans x + Z, et supposons qu’aucune composante
du caractere infinitésimal de T, ne soit dans x + 7. Alors les représentations induites
71 X 12 et Ty X 71 de GLy, 44, (R) sont isomorphes.

Démonstration. On réalise 7| et 7, comme sous-module de représentations standards
en position de Langlands négative :

T1;>51,1X~--X51,r1, T2%52’1X--~X52,r2.
On a une famille méromorphe d’opérateurs d’entrelacement

M, y2) 28l X X Sy [P X S [P X X By |2

= 81117 X X gy [P X S|P X X By |

qui se factorise en un produit de composition d’opérateurs d’entrelacement élé-
mentaires de la forme considérée avant 1I’énoncé de la proposition et qui sont tous
holomorphes bijectifs en (0, 0). L’ opérateur M (y, y») est donc holomorphe bijectif
en (0, 0). U

Revenons maintenant a notre but principal dans cette cinquieme étape.
Pour tout indice 7, la représentation de Speh(§;, ,, a;) est réalisée comme unique
sous-module de la représentation standard :

Sti,si,ai = Sti,si | : |_(ui_1)/2 X 81‘,-,&,- | : |—(d1—3)/2 X... X 81‘,‘,5‘,‘ | : |(ui_3)/2 X 6[,‘,5‘,‘ | ) |(di—1)/2.

Réalisons aussi la représentation 1y comme sous-module de Langlands d’une
représentation standard 7 de G en position négative. Ecrivons 7 = 7__ x Tiemp>
ol Tiemp est tempérée irréductible, et T__ est en position de Langlands strictement
négative (ici T__ est donc une représentation d’un produit de GL;(R) et GL;(R),
et Tiemp une représentation d’un produit de GL(R) et GL2(R) et d’un groupe
classique, le produit de ces deux facteurs formant un sous-groupe de Levi standard
de Gy). On obtient donc un plongement

(5-7) T (]_[ Stl.,si,ai) X T__ X Tiemp-
1
Formons maintenant une représentation standard en position négative de la
maniere suivante. La représentation [ [, Sy, 5,4, X T—— s’écrit comme un produit de
représentations de la forme §|-|* ou § est une série discrete de GL(R) ou GL(R)
et x est un demi-entier. Remplagons dans ce produit les termes comme ci-dessus
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avec x > 0 par §|-|™* et réordonnons les facteurs pour les mettre dans 1’ordre des
x croissants. Ecrivons le produit obtenu comme €tant A__ X Aepp 0 A__ estle
produit des facteurs 8| - |* avec x <0 et Amp celui avec x = 0. Notons A 1’opérateur
d’entrelacement standard pour le groupe G qui envoie (]_[l S,l.,si,a‘.) X T__ X Ttemp
dans A__ X A¢emp X Tremp- L opérateur d’entrelacement N se factorise en opérateurs
élémentaires, I’effet d’un opérateur élémentaire étant de remplacer un facteur §| - |*
avec x > 0 par §|-|~* ou bien un produit de la forme 81| - |*' x 5| |*> avec 0> x| > x>
par 82| "2 x 81| |*" et ceux-ci sont bien définis (holomorphes) dans le domaine ol
on les considere. Notons encore A la composition de N avec (5-7) :

(5-8) N:im— (l_[ Sti,si,ai) X T__ X Tiemp = A—— X Atemp X Temp-

i

La représentation Aemp X Tiemp €St une représentation tempérée d’un groupe clas-
sique, induite d’une tempérée irréductible. La théorie du R-groupe et I’hypothese sur
les parités de Aemp (mauvaise) et de Tiemp (bonne) nous dit que cette représentation
est irréductible. D’autre part, A__ est en position de Langlands strictement négative.
Le terme de droite est donc une représentation standard en position de Langlands
négative, qui admet un unique sous-module irréductible.

Ainsi, on a bien construit un opérateur d’entrelacement de = vers un module
standard en position de Langlands négative, et il reste a montrer son injectivité.
Faisons tout d’abord quelques observations sur A__ et Agpp. La premiere est
formée a partir de facteurs §|-|* venant soit des S, s, 4, soit de 7__. Mais un facteur
81]-1*" venant d’un S;, g, 4, et un facteur 6;|-|*' venant de T__ commutent, car leur
produit est irréductible d’apres le résultat de Speh et les hypotheses sur les parités.
Onadoncen fait A__ = A" x 7__ =7 _ x A% ot A°P*" est obtenue comme
ci-dessus en changeant des exposants en leurs opposés et en remettant le tout dans
I’ordre, mais seulement pour les facteurs provenant des représentations de Speh. Le
terme Aemp st lui un prodult de facteurs provenant des représentations de Speh.
On peut donc noter Aemp = Atemp pour insister sur ce fait. D’autre part, il commute
avec 7__ en vertu du résultat de Speh invoqué ci-dessus. Ainsi (5-8) peut aussi
s’écrire

Speh Speh

X Afemp X T-— X Temp-

(5-9) N:m— A

Montrons maintenant que pour I’injectivité de N/, on se ramene au cas ol 7
est une représentation d’un groupe compact. En effet, supposons que 7y soit sous-
module d’une série principale (]_[ j yj) x 7 olt les y; sont des caracteres de GL; (R)
et 7 est une représentation d’un groupe compact G, de méme type que G (G, est
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la partie compacte du facteur de Levi d’un parabolique minimal de Gg). On a donc

(5-10) 7= = (]‘[ Speh(3;, ;. a,-)) X 79 <> (]_[ Speh(s, 5, a,-)> x (]_[ y,-) X 1.
i i J
Grace a la proposition ci-dessus,

(H Speh(s,, ., a») x (1_[ w) = (]‘[ yj) X (H Speh(s;, an)
i J j i

et ’on peut réécrire le terme de droite en permutant les facteurs. On obtient donc
un plongement

(5-1 1) T = <l_[ Speh(él‘[,S;v al)) X TO

SN <1_[ yj) X (1_[ Speh(s;, ;, a,-)) X T = (1_[ ]/j) X 7T
j i J

Admettons le résultat pour 7, a savoir que 1’opérateur d’entrelacement
Nx' = (l_[ Speh(5;, ;. ai)> X 7y > AL X Afenn X Temp
i

construit comme ci-dessus en partant de 77’ plutdt que de 7, et avec les notations
évidentes, est injectif. Remarquons que comme 7/; est une représentation irréductible

d’un groupe compact, on a avec ces notations 7' = Ttemp = ‘EO et ‘E _ est triviale

Speh
Atemp

et en particulier A = A D autre part A/
opérateur injectif

N in = (]‘[ Speh(s, ;. a,-)) x 7 <> AT ATPD x 1.
i

temp = = Atemp- On a donc un

Par exactitude du foncteur d’induction parabolique, on en déduit un opérateur

injectif,
. Speh Speh
J\//.<1_[yj>xn';>(l_[yj)xA X Aemp X To-
J J
On utilise a nouveau la proposition 5.7 pour écrire le terme de droite sous la forme
ASP Ai};&;g X (]_[ j yj) X T, et on compose avec le plongement (5-11) pour

obtenir un morphisme injectif que 1’on note encore N :
/. Speh Speh ’
N = AT X Agmp X l_[yj X 7).
J
L’injection 79 — (]_[ j yj) X T, est obtenue en composant I’injection 7o <

T__ X Tiemp €t un morphisme 7__ X Tiemp —> (]_[ j ¥j) X t4. Ainsi I'on voit que N
se factorise par V. Ceci établit le fait que I’injectivité de N’ implique celle de N
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Pour les groupes symplectiques, qui sont déployés, 7, est la représentation triviale
du groupe trivial. L’injectivité de A/ provient alors de I’irréductibilité de 7’ établie
a la quatrieme étape, et du fait que N est non nul.

Les groupes orthogonaux demandent encore un peu de travail pour conclure
comme ci-dessus car G|, peut étre de rang trop petit pour pouvoir appliquer I’irréduc-
tibilité démontrée a la quatrieme étape. On utilise les foncteurs de translation pour
se ramener au cas ol le caractére infinitésimal de 7 est celui de la représentation
triviale, c’est-a-dire que 7 est la représentation triviale Trivg, de Gy

Soit o un facteur irréductible de 7’ = (]_[l Speh(é;, 5, ai)) x Trivg, (rappelons
que 7w’ est unitaire et donc semi-simple). Notons n le plus grand entier entrant dans
le caractere infinitésimal de Trivg, . Soit 7" un entier suffisamment grand. Notons Gg
le groupe de méme type que G, et de rang 7 +rg(G) tel que GL; R x Gy soit
un sous-groupe de Levi de G, et soit Tring la représentation triviale de ce groupe.
On suppose donc T assez grand pour que les hypotheses de la quatrieme étape
soient vérifiées pour 7" = (]_[l Speh(é;, 5, a,-)) X Triv(;g qui est donc irréductible.
La représentation induite

(5-12) R B A S N LR
posseéde un seul quotient irréductible car elle est quotient de la représentation
|'|I’l()+T X |'|no+T—1 N |‘|I’l()+1 % S(O,)

ou S(o) est une représentation standard en position de Langlands positive et dont
o est le quotient de Langlands. Grace a la proposition 5.7, on peut mettre (5-12) en
position de Langlands positive, et elle admet donc un unique quotient irréductible.
Ce quotient irréductible est isomorphe a I’image de 1’opérateur d’entrelacement
standard

|.|n0+TX|.|n0+T71X”‘X|'|n0+1XO,_> |'|7n07TX|'|7n07T+1X"'X|'|7n071XO'
Donc les quotients irréductibles de
(5-13) R P L e N L

sont isomorphes aux sous-modules irréductibles de I’image de 1’opérateur d’entre-
lacement standard

(5_14) |.|no+T X |.|n0+T—l X oo X |_|n()+l % 7_[/
— |.|—n0—T % |_|—n()—T—l N |.|—n0—1 % 7_[/

et il y a bijection entre ces sous-modules irréductibles de 1’image (et cette image
est semi-simple) et les sous-modules irréductibles de 7’.
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L’ opérateur d’entrelacement (5-14) se réécrit en utilisant la proposition 5.7 ci-
dessus

(5-15) (1_[ Speh(s;, ai)) X |.|n0+T x |,|no+T71 NV |,|no+1 « Triv%
i
- (H Speh(s;, ., ai)) [T | T T o T X Ty
i

Or |- |no+T X |- |no+T—1 X oo X |- |no+1 x Tl'iVGé, (resp. |- |—n0—T X |- |—n0—T+1 X
S B ™ Trivg, ) est la représentation standard en position de Langlands
positive (resp. négative) dont Trivgy est I'unique quotient irréductible (resp. sous-
module). Ainsi 7" = ([]; Speh(é;, s, ai)) x Trivy apparait comme image de (5-15),
et cette image est irréductible. Mais (5-15) s’écrit comme la composition de 1’iso-
morphisme

(]_[ Speh(s;, ;. a,-)) | [T o ot s |0t x T,
i

o [0t T s Lot =l o Lot (]‘[ Speh(s;, ;. a[)) x Trivg,
i

no+7T—1 X no+1

=|.|mtT x 7,

de (5-14), et de I’isomorphisme

| X |n()+T |—n0—T+l X

X|' "'X|'|_n0_1X7T/

— |70 T s o THL s Lol (]‘[ Speh(S,[,sl.,ai)) x Trivg,

1

~ (H Speh(s,, . ai)) s |70 T s 7o T o T Ty,
i

Ainsi I’'image de (5-15) est d’une part irréductible et d’autre part a autant de
composantes irréductibles que 77" d’apres la remarque faite aprés (5-14). Ceci montre
que 7’ est irréductible.

Ceci termine la démonstration de la proposition 5.5. ([
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